Teoria grafurilor

Aplicatii la grafuri complete si grafuri bipartite

Grafuri complete - Grafuri bipartite - Teorema lui Hall - Algoritmul ungar - Colorari - Ramsey - Planaritate

Notatii si rezultate folosite

K, este graful complet cu n varfuri. Are (g) = "(”T_l)

n— 1.

muchii, iar fiecare varf are gradul

K, este graful bipartit complet cu partile de marimi m si n. Are mn muchii.

Un graf G = (V, E) este bipartit daca V = AU B, AN B = (), si orice muchie are un capat
in Asiunul in B.

Teorema de caracterizare (Konig): un graf este bipartit daca si numai daca nu contine
cicluri de lungime impara.

Lema strangerilor de mand: ), oy d(v) = 2|E].

Cuplaj. Un cuplaj intr-un graf G = (V, E) este o multime M C E de muchii care, doua
cate doud, nu au niciun capat comun. Altfel spus, fiecare varf este capat pentru cel mult
o muchie din M. Interpretarea uzuald: varfurile sunt persoane, sarcini, echipe etc., iar
muchiile din M sunt perechi formate simultan, fara ca cineva sa faca parte din doua perechi.
Un cuplaj este mazim daca are cel mai mare numar posibil de muchii si perfect daca fiecare
varf al grafului este capat al unei muchii din M (atunci |V| este par si [M| = |V]/2).

Exemplu: in ciclul C4 cu varfurile 1,2,3,4 (in aceasta ordine), {12,34} este un cuplaj
perfect, {12} este un cuplaj care nu e maxim, iar {12, 23} nu este cuplaj, deoarece muchiile
au capatul comun 2.

Fiind dat un cuplaj M, un drum alternant este un drum ale carui muchii sunt alternativ
in afara lui M si in M. Un drum alternant care incepe si se termina in varfuri care nu
sunt capete ale muchiilor din M se numeste augmentant: schimband rolurile muchiilor de
pe el (cele din M ies, celelalte intra) se obtine un cuplaj cu o muchie in plus. Teorema lui
Berge: un cuplaj este maxim daca si numai daca nu admite drumuri augmentante.

o Factori si 1-factorizari. Un factor al lui G = (V, E) este un subgraf care contine toate
varfurile lui G. Un k-factor este un factor in care fiecare varf are gradul k. Un 1-factor
este deci exact un cuplaj perfect, privit ca subgraf. O I-factorizare a lui G este o partitie a
multimii muchiilor E in 1-factori, adica o scriere a lui E ca reuniune disjuncta de cuplaje
perfecte.

Daca G are o 1-factorizare, fiecare varf apare exact o data in fiecare cuplaj, deci G este
regulat. Daca are gradul k, numarul cuplajelor este exact k. Echivalent, o 1-factorizare
a unui graf k-regulat este o colorare a muchiilor cu k& culori in care muchiile cu un capat
comun au culori diferite (fiecare clasa de culoare este un cuplaj perfect).

Exemplu: Ky, cu varfurile 1,2, 3,4, are 1-factorizarea {12,34}U{13,24}U{14,23}. Graful
K, are o 1-factorizare daca si numai daca n este par (Problema 1). Orice graf bipartit
k-regulat are o 1-factorizare (teorema lui Kénig, Problema 12). In aplicatii, o 1-factorizare
a lui K, este un program de turneu in n — 1 etape, in care fiecare echipa joaca exact o
data pe etapa.

o Teorema lui Hall. Fie M un cuplaj in G = (V,E). Un varf este saturat de M daca
este capat al unei muchii din M. Spunem ca M satureazd multimea A daca fiecare varf



din A este saturat de M (in particular, |M| > |A]). Astfel, un cuplaj este perfect exact
cand satureaza toate varfurile. Pentru S C V, wvecindatatea lui S este N(S) = {w € V :
existd v € S cu vw € E}, multimea varfurilor adiacente cu cel putin un varf din S.

Enunt: un graf bipartit cu partile A si B are un cuplaj care satureaza A daca si numai
daca |N(S)| > |S| pentru orice S C A (conditia lui Hall). Intr-un graf bipartit, N(S) C B
pentru S C A. Forma cu deficienta: numarul maxim de muchii ale unui cuplaj este

| Al = maxsca(|S| = [N (9)]).

o Clicluri si drumuri euleriene. Un ciclu eulerian este un traseu Inchis care trece exact o
data prin fiecare muchie a grafului (varfurile se pot repeta). Un drum eulerian este un
traseu, nu neaparat inchis, cu aceeasi proprietate.

Teorema lui Euler. Un graf conex are un ciclu eulerian daca si numai daca toate varfurile
au grad par. Un graf conex are un drum eulerian care nu este inchis daca si numai daca are
exact doua varfuri de grad impar, iar acestea sunt capetele drumului. Rezultatele raméan
valabile pentru grafuri cu muchii multiple si bucle (o bucld adauga 2 la gradul varfului).
Demonstratia este data in Problema 7.

o Turnee. Un turneu cu n varfuri se obtine orientand fiecare muchie a lui K,,: intre oricare
doua varfuri distincte existd exact un arc. Interpretarea: un campionat fara egaluri, in
care arcul u — v Inseamna ca u l-a Invins pe v. Scorul unui varf este numarul arcelor care
pleaca din el (numarul victoriilor).

Teorema lui Rédei. Orice turneu are un drum hamiltonian orientat vi — vo — -+ — Uy,
adica echipele pot fi ordonate astfel incat fiecare sa o fi invins pe urmatoarea. Demonstratia
este data in Problema 2.

o Cuplaje stabile. Fie un graf bipartit complet K, ,, cu partile A si B, in care fiecare varf are
o lista de preferinte (o ordonare stricta a varfurilor din cealalta parte). Un cuplaj perfect
M este instabil daca exista a € A si b € B, necuplati intre ei in M, care se prefera reciproc
partenerilor primiti in M. O astfel de pereche se numeste pereche blocantd. Un cuplaj
perfect fara perechi blocante este stabil.

Teorema lui Gale si Shapley. Pentru orice liste de preferinte exista un cuplaj stabil, iar el
se obtine prin algoritmul cererilor (Problema 11).

o Patrate latine. Un pdtrat latin de ordin n este o matrice n X n cu elemente din {1,...,n},
in care fiecare numar apare exact o data pe fiecare linie si exact o data pe fiecare coloana.
Patratele latine de ordin n corespund colorarilor muchiilor lui K, ;,, cu n culori: elementul
de pe linia i si coloana j este culoarea muchiei a;b; (Problema 13).

o Formula lui Euler pentru grafuri planare conexe: v —e + f = 2.

Problema de atribuire si algoritmul ungar

Formularea problemei. Avem n agenti si n sarcini. Atribuirea agentului ¢ la sarcina j costa
cij > 0. Se cere o permutare o € S), care minimizeaza

n

Clo) = Z Cio(i)-

i=1

In limbaj de grafuri: in K, cu partile {a1,...,a,} (agenti) si {b1,...,b,} (sarcini), muchia
a;b; are ponderea c;j, iar o atribuire este un cuplaj perfect. Cautam cuplajul perfect de
pondere minima. Enumerarea directa cere n! evaluari. Algoritmul ungar (Kuhn, 1955, pe
baza rezultatelor lui Konig si Egervary) rezolva problema in timp polinomial.



Zerouri independente. Fie (a;;) o matrice cu n linii si n coloane. Spunem ca zerourile aflate
pe porzitiile (i1,51), ..., (ix, jr) sunt independente daca a;j, = --- = a;, 5, = 0, liniile i1,. ..,
sunt distincte si coloanele ji, ..., j, sunt distincte, adica oricare doua dintre ele se afla pe linii
diferite si pe coloane diferite. Intr-o matrice n x n pot exista cel mult n zerouri independente.
Matricea are n zerouri independente daca si numai daca existd o permutare o € Sy, cu a;5;) =0
pentru orice ¢, deci cate un zero pe fiecare linie si pe fiecare coloana.

De exemplu, in matricea

S = N
o O O
[eo RN T \V]

zerourile de pe pozitiile (1,2) si (3,1) sunt independente, dar (1,2) si (2,2) nu sunt, fiind pe
aceeasi coloana. Liniile 1 si 2 au zerouri numai in coloana 2, deci cel mult una dintre ele poate
primi un zero independent: numarul maxim de zerouri independente este 2, nu 3.

In limbaj de grafuri, consideram graful bipartit care are ca varfuri liniile si coloanele matricei, cu
o muchie intre linia 4 si coloana j pentru fiecare a;; = 0. Atunci zerourile independente formeaza
exact un cuplaj, iar n zerouri independente formeaza un cuplaj perfect.

see U

Doua fapte pe care se sprijina algoritmul.

(i) Transformari echivalente. Pornim de la matricea costurilor (c;;). Fie wq,...,u, si
v1,...,v, numere reale. Din fiecare linie ¢ a matricei (¢;;) scadem wu;, iar din fiecare
coloand j scidem v;. Obtinem matricea (cj;) cu

/ ..
Cij = Cij — Ui — Uy, 1 <45 <n.

Notam cu C'(o) = >, cga(i) costul unei atribuiri in noua matrice. Cum o permutare o
foloseste exact un element din fiecare linie si din fiecare coloana, pentru orice o € S,, avem

n

C'(0) = C(o) — Zul - Zvj.
=1

J=1

Toate atribuirile se modifica cu aceeasi constanta, deci au aceeasi ordine: o atribuire
optima pentru (c;;) este optima si pentru (c;;).

Pasii 1, 2 si 4 de mai jos sunt transformari de acest tip aplicate matricei curente.
Compunerea lor este tot o transformare de acest tip fatd de matricea initiala: wu; si v;
sunt atunci cantitatile scazute in total din linia ¢, respectiv coloana j, de la inceput pana
la pasul curent (o cantitate adunatd se numara cu semnul minus).

(ii) Criteriul de optimalitate. Daca cgj > 0 pentru toti 7, j si exista o atribuire o cu cfw(i) =0
pentru orice ¢ (adica n zerouri independente, cate unul pe fiecare linie si coloana), atunci
C'(0) = 0 este minimul lui C”, deci o este optima, iar costul ei este Y u; + > vj.

Teorema Konig-Egervary. Intr-o matrice, numirul maxim de zerouri independente este
egal cu numarul minim de linii (rAnduri sau coloane) care acopera toate zerourile. Este forma
matriceala a teoremei lui Konig pentru grafuri bipartite: zerourile sunt muchiile unui graf bipartit
intre randuri si coloane, zerourile independente formeaza un cuplaj, iar liniile care le acopera
formeaza o acoperire cu varfuri.

Pasii algoritmului.

Pasul 1. Reducerea pe lingi. Din fiecare linie scadem minimul ei. Fiecare linie contine acum cel
putin un zero.



Pasul 2. Reducerea pe coloane. Din fiecare coloana scadem minimul ei. Fiecare coloana contine
acum cel putin un zero. Toate elementele sunt nenegative.

Pasul 3. Testul de optimalitate. Acoperim toate zerourile cu un numar minim k de linii (randuri
sau coloane). Daca k = n, exista n zerouri independente (K6nig-Egervary) si trecem
la Pasul 5.

Pasul 4. Modificarea matricei (cand k < n). Fie § > 0 cel mai mic element neacoperit.

e Scadem § din fiecare element neacoperit.
o Adunam 9 la fiecare element acoperit de doua linii (intersectii).

o Elementele acoperite de o singura linie raman neschimbate.

Revenim la Pasul 3.

Pasul 5. Citirea atribuirii. Alegem n zerouri independente: incepem cu o linie (sau coloana)
care contine un singur zero, il selectam, eliminam linia si coloana lui si repetam. Daca
toate liniile ramase au cel putin doua zerouri, alegem unul arbitrar si continuam (in
caz de blocaj se revine asupra alegerii). Costul optim se calculeaza in matricea initiald.

De ce functioneaza Pasul 4. Sa presupunem ca liniile de acoperire sunt r randuri si s coloane,
cur+s =k < n. Pasul 4 este o transformare echivalenta: scadem § din cele n — r randuri
neacoperite si adunam 4 la cele s coloane acoperite. Un element neacoperit scade cu 9, unul
aflat la intersectia a doua linii creste cu 9, iar celelalte raman neschimbate. Prin alegerea lui 9,
elementele raméan nenegative si apare cel putin un zero nou neacoperit. Conform faptului (i),
costul oricarei atribuiri scade cu

o(n—r)—ds=3d(n—k)>0.

Asadar suma constantelor scazute, ) u; + > vj, care este o margine inferioara pentru optim,
creste strict la fiecare iteratie. Pentru costuri intregi, 6 > 1, iar marginea inferioara nu poate
depasi optimul, deci algoritmul se opreste dupa un numar finit de pasi. Cu o implementare atenta
(cAutarea drumurilor augmentante si actualizarea potentialelor), complexitatea este O(n?).

Interpretare duala. Problema de atribuire este un program liniar al carui dual cere max »_ u;+
Zvj cu u; +v; < ¢;. Constantele scazute de algoritm sunt exact variabile duale fezabile
(matricea redusa ramane nenegativa). La final, zerourile selectate exprima complementaritatea:
¢ij = u; + vj pe muchiile cuplajului, deci costul primal este egal cu valoarea duala.

Variante.

o Mazimizare (de exemplu, a profitului): inlocuim c¢;; cu M — ¢;5, unde M = maxc;;, si
minimizam.
o Matrice nepatrata (m agenti, n sarcini, m < n): adaugam n — m agenti fictivi cu costuri

0. Sarcinile primite de acestia raman neefectuate.

o Atribuiri interzise: punem un cost foarte mare M pe pozitiile respective.

Un exemplu complet, in care este necesar si Pasul 4, este dat in Problema 21.

Probleme rezolvate

Problemele marcate cu % au chenarul portocaliu. Ele contin o idee mai deosebita sau o aplicatie
mai surprinzatoare si pot fi tratate ca probleme de aprofundare.



Problema 1. Programarea unui turneu (round-robin)

Enunt. La un campionat participa 8 echipe. Fiecare joaca exact o data cu fiecare.
a) Cate meciuri au loc?

b) Organizati meciurile in etape, astfel incat in fiecare etapa fiecare echipa sa joace exact
un meci. Cate etape sunt necesare?

c¢) Ce se schimba pentru 7 echipe?

Rezolvare. Modelam echipele ca varfuri si meciurile ca muchii: obtinem Ksg.

a) Numarul de meciuri este |E(Kg)| = %7 = 28.

b) O etapa este un cuplaj perfect (4 meciuri disjuncte). Fiecare echipa joaca 7 meciuri, deci
sunt necesare cel putin 7 etape. Cum 28/4 = 7, trebuie descompus Ky in 7 cuplaje perfecte (o
1-factorizare).

Constructie (metoda cercului): fixam echipa 8 si plasam echipele 1,...,7 pe un cerc. In etapa r
(r=1,...,7), echipa 8 joaca cu r, iar echipele i # j din {1,..., 7} joaca intre ele daca i+ j = 2r
(mod 7).

Etapa Meciuri

81, 2-7, 3-6, 45
82, 1-3, 47, 56
83, 2-4, 1-5, 6-7
84, 3-5, 26, 1-7
85, 4-6, 3-7, 1-2
86, 5-7, 1-4, 2-3
87, 1-6, 2-5, 34

N O Ot s W NN

Corectitudine: pentru o pereche {i,j} C {1,...,7}, congruenta 2r =i+ j (mod 7) are solutie
unica r, deoarece 2 este inversabil modulo 7. Deci fiecare meci apare exact o data. Singura
solutie cu ¢ = j a congruentei este ¢ = j = r. Ea nu este un meci, iar echipa r joaca in acea
etapa cu 8. Prin urmare fiecare echipa joaca exact o data pe etapa.

c¢) Pentru 7 echipe adaugam o echipa fictiva. Cine ,,joacd” cu ea sta in etapa respectiva. Rezulta
21 de meciuri In 7 etape, cu cate o echipa libera pe etapa. In general, K,, are o 1-factorizare
daca si numai daca n este par.

% Problema 2. Clasamentul unui campionat (turnee si drumuri

hamiltoniene)

Enunt. Intr-un campionat cu 6 echipe, A, ..., F, fiecare echipi a jucat exact o datd cu
fiecare, fara egaluri. Rezultatele sunt:

Echipa A invins pe Echipa A invins pe

A B, D D E
B O, D F E A B C,F
C A D, F F A D

a) Aratati ca echipele nu pot fi ordonate astfel incat fiecare echipa sa le fi invins pe toate




echipele aflate dupa ea in clasament.

b) Gasiti o ordonare a echipelor in care fiecare echipa a invins-o pe urmdtoarea.

¢) Demonstrati ca o astfel de ordonare exista in orice campionat fara egaluri (teorema lui
Rédei).

d) Aratati ca echipa cu cele mai multe victorii le-a invins pe toate celelalte echipe direct
sau printr-un intermediar (a invins o echipa care, la randul ei, a invins-o pe echipa
respectiva). Este acest lucru adevarat in orice campionat?

Rezolvare. Modelarea. Echipele sunt varfurile, iar fiecare meci este un arc de la Invingator la
invins. Intre oricare doua echipe exista exact un arc, deci graful este un turneu, adica o orientare
a lui Kg. Verificare: avem 2+3+3+144+2=15= (g) arce.

In desen, arcul u — v inseamn& ,u l-a invins pe v”. Arcele rosii formeaza ordonarea gasita la
punctul b).

a) Echipele A, B, C formeazs un circuit: A l-a invins pe B, B pe C, iar C pe A. Intr-un
clasament ,perfect”, echipa dintre ele aflata pe primul loc ar trebui sa le fi invins pe celelalte

doua, dar fiecare dintre ele a pierdut cu una dintre celelalte. Deci un astfel de clasament nu
exista. Aceeasi situatie apare oricind turneul contine un circuit.

b) Construim ordonarea prin inserare: adaugam echipele pe rdnd, pastrand proprietatea ca
fiecare echipa o Invinge pe urmatoarea. Pentru a insera o echipa v in lantul p1 — pa — -+ — py:

e Daca v l-a invins pe p1, o punem la inceput.
o Altfel, daca py l-a Invins pe v, o punem la sfarsit.

o Altfel, cautam doua echipe consecutive p; — p;11, astfel incat p; sa-1 fi invins pe v, iar v
sa-1 fi Invins pe p;11, si punem v intre ele.

Inseram Motivul Lantul obtinut
A - A
B A l-a nvins pe B: la sfarsit A— B
C C l-a invins pe A: la inceput C—-A—>B
D B l-a invins pe D: la sfarsit C—-A—-B—D
E FE l-a invins pe C': la Inceput FE—-C—A—-B—D
F C—FsiF—-AmtreCsidA FE—-C—-F—-+A—-B—=D

La inserarea lui F: E l-a invins pe F, deci F' nu poate fi primul, iar F' l-a Invins pe D, deci nu
poate fi ultimul. Mergand de-a lungul lantului, C' l-a invins pe F', iar F' l-a invins pe A, deci F’



intra intre C' si A. Ordonarea gasita este

F—-C—wF—-A—B—D.

c¢) Demonstram prin inductie dupa numarul n de echipe ca orice turneu are un drum hamiltonian
orientat. Pentru n = 1 afirmatia este evidenta. Presupunem afirmatia adevarata pentru n — 1
echipe si consideram un turneu cu n echipe. Alegem o echipa v. Conform ipotezei de inductie,
celelalte n — 1 echipe formeaza un lant p; — p2 — -+ — pp—1. Aratam ca v poate fi inserata:

e Daca v — pq, lantul v — p; — --- = p,—1 convine.
e Daca p,—1 — v, lantul py — --- = p,—1 — v convine.

o Altfel avem p;1 — v si v — p,—1. Fie ¢ cel mai mare indice cu p; — v. Avem ¢ < n — 2,
deoarece v — pp—1. Din alegerea lui ¢, echipa p;+1 nu l-a invins pe v, deci v — pj41.
Lantul py — -+ = p; = v — piy1 — -+ — pp—1 convine.

In toate cazurile obtinem un drum hamiltonian orientat cu n echipe, ceea ce incheie inductia.
Demonstratia este chiar procedeul de inserare folosit la punctul b).

d) Scorurile sunt: A: 2, B: 3, C: 3, D: 1, E: 4, F': 2. Echipa cu cele mai multe victorii este E.
Ea le-a invins direct pe A, B, C, F, iar pe D (singura echipa care a invins-o) o ,invinge” prin
intermediar: £ — A — D (sau prin B, C ori F).

Afirmatia este adevarata in orice campionat. Fie v o echipa cu scor maxim si v o echipa care
l-a Invins pe v. Presupunem, prin reducere la absurd, ca nicio echipa invinsa de v nu l-a invins

pe u. Atunci u le-a invins pe toate echipele invinse de v, si In plus l-a Invins pe v. Scorul lui u
ar fi cel putin scorul lui v plus 1, contradictie cu maximalitatea. Deci exista w cu v — w — u.

Observatie. Echipa D, aflata pe ultimul loc in ordonarea de la b), a invins-o pe E, aflata pe
primul loc. Lantul se inchide astfel intr-un circuit care trece prin toate echipele: £ — C —
F —- A — B — D — E. Pornind din orice punct al circuitului obtinem o alta ordonare valabila,
deci 1n acest campionat orice echipa poate fi pusa pe primul loc. Un drum hamiltonian nu este,
asadar, un clasament convingator, iar in practica se folosesc scorurile.

Problema 3. Retea complet conectata de servere

Enunt. Un centru de date leaga serverele direct, fiecare cu fiecare (topologie full mesh).
a) Bugetul permite cel mult 50 de legaturi. Cate servere pot fi conectate astfel?

b) Cate legaturi pot cadea simultan, oricare ar fi ele, fara ca reteaua sa se deconecteze?

c) Comparati cu o retea arbore.

(

Rezolvare. a) Cerem %_1) < 50. Pentru n = 10 avem 45 de legaturi, pentru n = 11 avem 55.
Deci se pot conecta n = 10 servere.

b) Reteaua este graful Kjo: serverele sunt varfurile, legaturile sunt muchiile. Caderea unor
legaturi inseamna eliminarea unei multimi F' de muchii. Cautam cel mai mare numar m cu
proprietatea ca, oricare ar fi multimea F' cu |F| < m, graful ramas K9 — F' este inca conex
(orice doua servere pot comunica, eventual prin intermediari). Lucram intai pentru K, oarecare,
apoi luam n = 10.

Pasul 1: o margine superioarda. Fie v un server oarecare. El are n — 1 legaturi, cate una cu
fiecare dintre celelalte servere. Daca toate aceste n — 1 legaturi cad, v nu mai este legat de
nimeni, deci reteaua se deconecteaza. Prin urmare m < n — 2: exista o alegere nefavorabila de
n — 1 legaturi care rupe reteaua.



Pasul 2: n—2 caderi nu deconecteazd niciodatd reteaua (argument cu drumuri). Fie u # v doua
servere. Intre ele exista n — 1 drumuri care nu au nicio muchie comuna:

o Legatura directa uv.

o Pentru fiecare dintre celelalte n — 2 servere w, drumul wwv (format din muchiile uw si
wv).

Doua drumuri diferite nu au muchii comune: drumurile de forma wwwv difera prin varful
intermediar w, deci si prin muchiile folosite, iar niciunul nu contine muchia uv. O legatura
cazuta poate distruge deci cel mult unul dintre aceste n — 1 drumuri. Daca cad cel mult n — 2
legaturi, ramane intact cel putin un drum intre u si v. Cum u si v au fost arbitrari, reteaua
ramane conexa.

Pasul 2’ (acelasi rezultat, cu tdieturi). Pentru S C V, cu S # 0 si S # V, numim tdieturd
multimea E(S,V \ S) a muchiilor cu un capat in S si celdlalt in V' \ S. Graful K,, — F este
neconex daca si numai daca exista o astfel de multime S cu E(S,V \ S) C F. (Daca graful e
neconex, luam S o componenta conexa. Reciproc, daca toate muchiile dintre S si complementul
siu au cizut, nu mai existd drum de la S in afara lui.) In K, orice varf din S e legat de orice
varf din afara lui S, deci, pentru |S| = k,

|E(S,V\S)| =k(n—k), k(n—k)—(n—1)=(k—1)(n—k—1) > 0 pentrul <k <n-—1.

Asadar orice taietura are cel putin n — 1 muchii, cu egalitate doar pentru k =1 sau k =n — 1,
adica atunci cadnd un singur server este separat de celelalte. Ca graful sa se deconecteze, F
trebuie sa contind o taieturd intreaga, deci |F| > n — 1.

Concluzie. Numarul maxim de legaturi care pot cadea, oricare ar fi ele, fara a deconecta reteaua
este m = n — 2. Cu alte cuvinte, conexitatea pe muchii a lui K, (numarul minim de muchii a
caror eliminare deconecteaza graful) este A\(K,) =n — 1.

Pentru n = 10 marimile taieturilor sunt:

Servere separate k = |5 1 2 3 4 5
Legaturi care trebuie sa cada, k(10—%k) 9 16 21 24 25

(cazurile k = 6,...,9 coincid cu k = 4,...,1, prin inlocuirea lui S cu complementul). Deci
pot cadea oricare 8 legaturi fara ca reteaua sa se deconecteze. Cu 9 caderi, reteaua se poate
deconecta numai intr-un fel: daca cad toate cele 9 legaturi ale aceluiasi server, care ramane
izolat. Pentru a rupe reteaua in doua grupuri de cate cel putin doua servere trebuie sa cada cel
putin 16 legaturi, iar pentru doua grupuri de cate 5, cel putin 25.

c) Un arbore este un graf conex fara cicluri. O retea arbore este deci o retea in care orice doua
servere pot comunica, dar fara legaturi ,,redundante”.

Afirmatie: un arbore cu n varfuri are exact n — 1 muchii.

Lema (existenta frunzelor). Orice arbore cu n > 2 varfuri are un varf de grad 1 (o frunza).
Intr-adevar, fie P = xox1...xp un drum de lungime maxima in arbore. Cum arborele e conex
si are cel putin doua varfuri, £ > 1. Varful z¢ e vecin cu z1. Daca z( ar avea un alt vecin y,
atunci:

e Daca y nu se afla pe P, atunci yzoz; ...z, ar fi un drum mai lung decat P, contradictie
cu maximalitatea.

e Daca y = x; cu¢ > 2, atunci xox1 ... x;20 ar fi un ciclu, contradictie cu faptul ca arborele
nu are cicluri.



Deci zq are gradul 1.

Pentru n = 10, o retea arbore are deci 9 legaturi. Aceasta este si cea mai ieftina retea conexa
posibila: dintr-un graf conex putem elimina, cat timp exista un ciclu, cate o muchie a unui ciclu
fara a pierde conexitatea (capetele ei raman legate prin restul ciclului). La final obtinem un
arbore cu aceleasi varfuri, deci orice graf conex cu n varfuri are cel putin n — 1 muchii.

Fiabilitatea. Intr-un arbore, caderea oricarei legaturi uv deconecteaza reteaua: daca u si v ar
ramane legate printr-un drum fara muchia uv, acel drum impreuna cu uv ar forma un ciclu in
arbore. Deci A = 1, fata de A = 9 pentru K.

Comparatia. Topologia completa costa 45 de legaturi, rezista la orice 8 caderi si are diametrul
1 (orice doua servere comunica direct). Arborele costa doar 9 legaturi, dar nu rezista nici la
o singura cadere, iar distanta dintre doua servere poate ajunge la 9 legaturi, adica 8 servere
intermediare (de exemplu, cand arborele este un drum).

% Problema 4. Cunostinte si straini (R(3,3) =6

Enunt. Intr-un grup de persoane, oricare doua fie se cunosc, fie nu se cunosc.

a) Aratati ca In orice grup de 6 persoane exista 3 care se cunosc reciproc sau 3 care nu se
CuUnosc reciproc.

b) Aratati ca afirmatia este falsa pentru 5 persoane.

Aplicatie: legaturile dintre 6 statii de comunicatii folosesc una din doua frecvente. Exista
mereu 3 statii legate intre ele pe aceeasi frecventa.

Rezolvare. Modelarea. Reprezentam persoanele prin varfuri. Cum oricare doué persoane fie
se cunosc, fie nu, fiecare pereche de varfuri este legata printr-o muchie, deci lucram in graful
complet K, (aici n = 6, respectiv n = 5). Coloram fiecare muchie:

o Cu rosu, daca cele doua persoane se cunosc.

e Cu albastru, daca nu se cunosc.

Trei persoane care se cunosc reciproc corespund unui triunghi cu toate cele trei laturi rosii, iar
trei persoane care nu se cunosc reciproc unui triunghi cu toate laturile albastre. Un triunghi cu
toate laturile de aceeasi culoare se numeste monocromatic. Cerinta a) devine: orice colorare a
muchiilor lui K¢ cu doud culori contine un triunghi monocromatic. Cerinta b): existd o colorare
a muchiilor lui K5 cu doud culori fard triunghi monocromatic.

Notatia R(3,3). Pentru numere naturale s,t > 2, numdrul Ramsey R(s,t) este cel mai mic
numar natural n cu proprietatea ca, oricum am colora muchiile lui K, cu rosu si albastru,
exista s varfuri unite intre ele numai prin muchii rosii sau ¢ varfuri unite intre ele numai prin
muchii albastre. In limbajul problemei: R(s,t) este numarul minim de persoane care garanteazs
existenta a s cunostinte reciproce sau a t straini reciproci. Teorema lui Ramsey (1930) afirma
ca acest numar exista (este finit) pentru orice s, t.

Proprietatea este ,monotona”: daca are loc pentru n persoane, are loc pentru orice grup mai
mare, fiindca putem aplica rezultatul oricaror n persoane din grup. De aceea, pentru a arata ca
R(3,3) = 6 trebuie demonstrate exact doua lucruri:

e R(3,3) <6: pentru n = 6 proprietatea are loc mereu (cerinta a).

e R(3,3) > 5: pentru n =5 exista o situatie in care nu are loc (cerinta b).

a) Consideram o colorare oarecare a celor 15 muchii ale lui K si fixam un varf v. Din v pleaca
5 muchii, catre celelalte 5 varfuri, fiecare rosie sau albastra. Daca ar fi cel mult 2 muchii rosii si



cel mult 2 albastre, ar fi in total cel mult 4 muchii, contradictie. Deci cel putin 3 dintre aceste
muchii au aceeasi culoare (principiul cutiei). Deoarece cele doua culori joaca roluri simetrice,
putem presupune ca aceasta culoare este rosu si notam vz, vy, vz trei muchii rosii. Privim acum
cele trei muchii dintre z, y, 2:

e Daca macar una dintre ele este rosie, de exemplu zy, atunci triunghiul vry are toate
laturile rosii (vz, vy si xy).

» Daca niciuna nu este rosie, atunci xy, yz, vz sunt toate albastre, deci triunghiul xyz este
albastru.

In ambele cazuri existd un triunghi monocromatic, deci 3 persoane care se cunosc reciproc sau
3 care nu se cunosc reciproc. Cum colorarea a fost arbitrara, R(3,3) < 6.

b) Asezam cele 5 persoane, numerotate 1,...,5, in jurul unei mese si presupunem ca fiecare isi
cunoaste doar cei doi vecini. Muchiile rosii sunt atunci
12, 23, 34, 45, 51,
adica ciclul 1-2-3-4-5-1, iar muchiile albastre sunt cele 5 , diagonale”
13, 35, 52, 24, 41,
care formeaza ciclul 1-3-5-2-4-1. Asadar fiecare clasa de culoare este un ciclu cu 5 varfuri, Cs.

Un ciclu C5 nu contine triunghiuri: un triunghi ar cere trei varfuri vecine doua cate doua in
ciclu, dar cei doi vecini ai unui varf nu sunt vecini intre ei (de exemplu, in ciclul rosu vecinii lui
1 sunt 2 si 5, iar 25 nu este muchie rosie). Prin urmare nu exista triunghi rosu si nici triunghi
albastru. In limbajul problemei: oricare trei persoane contin doud care nu se cunosc si dous
care se cunosc. Deci R(3,3) > b.

Din a) si b) rezulta R(3,3) = 6.

Aplicatia. Pentru cele 6 statii inlocuim ,se cunosc” cu ,legatura foloseste prima frecventa” si
»hu se cunosc” cu ,legatura foloseste a doua frecventa”. Rationamentul de la a) arata ca exista
3 statii legate intre ele pe aceeasi frecventa, iar exemplul de la b) arata ca pentru 5 statii acest
lucru nu mai este garantat.

Observatie. Numerele Ramsey cresc foarte repede si sunt greu de calculat: se stie ca R(3,4) =9
si R(4,4) = 18, insa valoarea exacta a lui R(5,5) nu este cunoscuta.

Problema 5. Problema comis-voiajorului pe Kj

Enunt. Un agent porneste din orasul A, viziteaza B, C, D, E cate o data si revine in A.
Distantele (km) sunt date in tabel.

A B C D
Al - 12 10 19 8
B|12 - 3 7 2
c|10 3 - 6 20
D|19 7 6 - 4
E|8 2 20 4 -

a) Cate trasee distincte exista?
b) Gasiti traseul cel mai scurt.

¢) Comparati cu euristica ,,cel mai apropiat vecin”.
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Rezolvare. Modelam orasele ca varfurile lui K3, iar fiecare drum direct dintre doua orase ca o
muchie ponderata cu distanta. Un traseu care pleaca din A, trece o singura data prin fiecare
dintre celelalte orase si revine in A este un ciclu hamiltonian in K5 (un ciclu care trece exact o
data prin fiecare varf).

a) Numdrarea traseelor. Un traseu se scrie ca o succesiune
A7 Ty, T2, T3, T4, A7

unde x1, 2, 3, r4 sunt orasele B,C, D, E intr-o anumita ordine. Prima oprire z1 se poate alege
in 4 moduri, a doua in 3, a treia in 2, iar ultima este determinata: in total 4! = 24 succesiuni.

Distantele sunt simetrice (d(X,Y’) = d(Y, X)), deci succesiunea parcursa invers,
A7 Ty, T3, T2, X1, A7

foloseste exact aceleasi drumuri si are aceeasi lungime: este acelasi ciclu, parcurs In sens opus.
De exemplu, ABCDFEA si AED C B A reprezinta acelasi traseu. O succesiune nu coincide
cu inversa ei, pentru cd x1; # x4. Prin urmare cele 24 de succesiuni se grupeaza in perechi
(succesiune, inversd), fiecare pereche dand un singur traseu, deci exista 24/2 = 12 trasee
distincte.

In general, pentru n > 3 orase, fixam orasul de plecare, ordonam celelalte n — 1 in (n — 1)!
(n—1)!
2

cicluri hamiltoniene.

moduri si Impartim la 2 pentru sensul de parcurgere: K, are

b) Alegerea traseelor de enumerat. Ca sa listam fiecare traseu o singura data, pastram din fiecare
pereche (succesiune, inversa) un singur reprezentant. Regula: pastram succesiunea in care prima
oprire 1 precede alfabetic ultima oprire 4. Cum la inversare x si x4 isi schimba locurile, exact
una dintre cele doud succesiuni respect regula. (In exemplul de mai sus pistram ABC D E A,
unde B precede E, si renuntam la AEDC BA.)

Enumerarea se face sistematic:

1. Alegem perechea (prima oprire, ultima oprire) = (x1,x4) cu x; inaintea lui x4 in alfabet:
(B.C), (B.D), (B.E), (C. D), (C. E), (D, E), adici (£) = 6 perechi.

2. Cele doua orase ramase se viziteaza la mijloc, In una dintre cele 2 ordini posibile.

Se obtin 6 - 2 = 12 trasee: 6 care incep cu B, 4 care incep cu C si 2 care incep cu D (niciunul
nu incepe cu E, fiindca E este ultimul in alfabet). Pentru fiecare traseu adunam cele 5 distante
din tabel. De exemplu,

ACBDEA: d(A,C)+d(C,B)+d(B,D)+d(D,E)+d(E,A) =10+3+7+4+8 = 32,

Rezultatele, in ordinea enumerarii (pe coloane):

Traseu km Traseu km
ABCDFEA 33 ACBDFEA 32
ABCEDA 58 ACBEDA 38
ABDCFEA 53 ACDBFEA 33
ABDECA 53 ACEBDA 58
ABECDA 59 ADBCEA 57
ABEDCA 34 ADCBFEA 38

Optimul este A - C - B — D — E — A, de lungime 10+ 3+ 7+ 4 + 8 = 32 km.
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c¢) Cel mai apropiat vecin din A: E (8), apoi B (2), C (3), D (6), inapoi la A (19): total 38 km,
cu 6 km peste optim. Euristica este rapida, dar nu garanteaza optimul. Cautarea exhaustiva
devine repede impracticabila: pentru n = 20 orase exista 19!/2 ~ 6 - 106 trasee.

% Problema 6. Asezarea la masa rotunda (descompunerea lui K7 in cicluri

hamiltoniene)

Enunt. 7 participanti la o conferinta iau cina la o masa rotunda, 3 seri la rand. Organizati
locurile astfel incat oricare doi participanti sa stea alaturi exact o data.

Rezolvare. Modelarea. Participantii sunt varfurile lui K7. La o masa rotunda fiecare persoana
are exact doi vecini, iar cele 7 perechi de vecini dintr-o seara formeaza un ciclu care trece o data
prin fiecare participant, adica un ciclu hamiltonian in K7. De exemplu, ordinea 1,2, 3,4,5,6,7 in
jurul mesei da perechile de vecini 12,23, 34,45, 56,67, 71. Asadar ,doi participanti stau alaturi

” 4

intr-o seard” inseamna ,muchia lor apartine ciclului din acea seara”.

De ce sunt necesare exact 3 seri. Fiecare participant trebuie sa stea alaturi de ceilalti 6, iar
intr-o seara are 2 vecini, deci are nevoie de 6/2 = 3 seri. Numarand perechile: K7 are (;) =21
muchii, iar fiecare seara ,,consuma” 7 dintre ele, deci 21/7 = 3. Cerinta ,oricare doi stau alaturi
exact o data” inseamna ca cele 3 cicluri nu au muchii comune si impreuna contin toate muchiile
lui K7: cautam o descompunere a lui K7 in 3 cicluri hamiltoniene.

Constructia lui Walecki. Participantul 7 joaca rolul de ,centru”, iar participantii 1,...,6 se
gandesc asezati in varfurile unui hexagon regulat, In aceasta ordine. Pentru doi participanti
i,j €{1,...,6} numim distanta lor pe hezagon numarul minim de pasi de-a lungul hexagonului
de la unul la celalalt. Ea este 1, 2 sau 3. Exista:

o 6 perechi la distanta 1: 12,23, 34,45, 56, 61.
o 6 perechi la distanta 2: 13,24, 35,46, 51, 62.
3 perechi la distanta 3 (varfuri opuse): 14, 25, 36.
Impreuna cu cele 6 perechi de forma 7i, acestea sunt toate cele 6 + 6 + 3 + 6 = 21 de perechi.

Pornim de la drumul ,,in zigzag” 1,2, 6, 3, 5, 4, care traverseaza hexagonul alternativ dintr-o parte
in alta. Muchiile lui sunt

12 (dist. 1), 26 (dist. 2), 63 (dist. 3), 35 (dist. 2), 54 (dist. 1),

iar capetele 1 si 4 sunt varfuri opuse. Inchidem drumul prin centrul 7 si obtinem ciclul
hamiltonian al primei seri: 7,1,2,6,3,5,4 (cu muchiile 71 si 47). Pentru serile urmatoare rotim
hexagonul: adunam 1 la fiecare numar din {1,...,6} (cu conventia 6 + 1 = 1), iar 7 rdméne pe
loc.

Seara 1: 7, 1, 2, 6, 3, 5, 4 Seara 2: 7, 2,3, 1,4, 6,5 Seara 3: 7, 3,4,2,5,1,6

Suprapunénd cele trei cicluri obtinem toate cele 21 de muchii ale lui K7, fiecare o singura data:
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K7 = seara 1 U seara 2 U seara 3

In desene, participantii 1,. .., 6 sunt varfurile hexagonului, iar 7 este centrul. Culorile corespund
serilor: rosu pentru seara 1, albastru pentru seara 2 si verde pentru seara 3. Muchiile dintre
varfuri opuse (36, 14, 25) sunt desenate curbat, ca sa nu treaca prin centrul 7. Se vede ca fiecare
seara se obtine din precedenta printr-o rotatie a hexagonului cu 60°.

Seara Ordinea la masa Perechile de vecini

7,1,2,6,3,5 4 71, 12, 26, 36, 35, 45, 47
2 7,2,3,1,4,6,5 72, 23, 13, 14, 46, 56, 57
7,3,4,2,5, 1,6 73, 34, 24, 25, 15, 16, 67

De ce nu se repeta nicio pereche. O rotatie pastreaza distanta pe hexagon, deci fiecare tip de
pereche se trateaza separat:

o distanta 3: drumul contine perechea opusa 36. Rotatiile dau 41 si 52. Apar toate cele 3
perechi opuse, cite o data.

e distanta 1: drumul contine 12 si 45, adica perechile {i,7 4+ 1} pentru i =1 si i = 4. Dupa
rotatii, ¢ parcurge {1,2, 3}, respectiv {4, 5,6}, deci apar toate cele 6 perechi, cate o data.

e distanta 2: drumul contine 62 si 35, adica perechile {4,7 + 2} pentru i = 6 si i = 3. Dupa
rotatii, ¢ parcurge {6, 1,2}, respectiv {3,4,5}: din nou toate cele 6 perechi, cate o data.

o perechile cu 7: in fiecare seara 7 sta intre capetele drumului, care sunt varfuri opuse: {1,4},
apoi {2,5}, apoi {3,6}. Deci 7 sta o data langa fiecare dintre ceilalti.

Fiecare dintre cele 21 de perechi apare deci exact o data, ceea ce se poate verifica si direct in
ultima coloana a tabelului.

Generalizare. Pentru n = 2m + 1 participanti, aceeasi constructie (un centru, ceilalti 2m pe
un poligon regulat, un drum in zigzag rotit de m ori) da o descompunere a lui Koy,q1 In m
cicluri hamiltoniene, deci m seri. Pentru n par descompunerea nu exista, deoarece fiecare varf
are gradul n — 1, impar, iar un ciclu foloseste la fiecare varf exact 2 muchii. Se poate Insa
descompune K, fara un cuplaj perfect.

% Problema 7. Jocul de domino in cerc (cicluri euleriene in K7)

Enunt. Un set de domino contine cate o piesa pentru fiecare pereche de numere de la 0 la 6,
inclusiv dublurile 0-0, 1-1,...,6-6. Piesele se asaza una dupa alta, iar doua piese alaturate
trebuie sa aiba acelasi numar pe capetele care se ating.

13



a) Cate piese are setul? Modelati problema asezarii tuturor pieselor intr-un cerc printr-un
graf.

b) Demonstrati teorema lui Euler: un graf conex are un ciclu eulerian daca si numai daca
toate gradele sunt pare. Deduceti forma ei pentru drumuri euleriene.

c) Aratati ca toate piesele setului pot fi asezate Intr-un cerc si construiti o astfel de asezare,
folosind ciclurile din Problema 6.

d) Se elimina din set piesele care contin numarul 6. Se mai pot aseza cele 21 de piese
ramase Intr-un cerc? Dar intr-un singur sir?

L J

Rezolvare. a) Piesele cu numere diferite corespund perechilor de numere din {0,...,6}, deci
sunt (;) = 21, la care se adauga cele 7 dubluri: in total 28 de piese.

Consideram graful cu varfurile 0,1,...,6, in care fiecare piesa a—b este o muchie intre a si b.
Piesele cu numere diferite formeaza graful complet K7, iar fiecare dublura a—a este o bucla in
varful a. Un sir de piese care se potrivesc este un traseu in acest graf: piesa a—b urmata de piesa
b—c Inseamna ca mergem de la a la b si apoi de la b la c. Asezarea tuturor pieselor intr-un cerc
este deci un ciclu eulerian.

b) Conditia este necesarda. Parcurgem ciclul eulerian. De fiecare data cédnd trecem printr-un
varf, intram pe o muchie si iesim pe alta, deci folosim doua muchii incidente cu el. Varful de
plecare este si cel de sosire, deci si acolo muchiile se folosesc in perechi (prima muchie a ciclului
cu ultima). Cum fiecare muchie este folosita exact o datéa, gradul fiecarui varf este par. O bucla
se parcurge intrand si iesind din acelasi varf si adauga 2 la grad, deci nu schimba paritatea.

Conditia este suficienta. Fie G un graf conex In care toate gradele sunt pare.

e Pasul 1: un traseu inchis. Pornim dintr-un varf v si mergem pe muchii nefolosite cat timp
se poate. Dacd am ajuns intr-un varf w # v, am intrat in w de o datd mai mult decit am
iesit, deci am folosit un numar impar de muchii din w. Cum gradul lui w este par, mai
exista o muchie nefolosita si putem continua. Prin urmare ne putem bloca doar in v, iar
traseul obtinut C este inchis.

o Pasul 2: lipirea traseelor. Daca C' foloseste toate muchiile, am terminat. Altfel, deoarece
G este conex, exista un varf v al lui C incident cu o muchie nefolosits. In graful muchiilor
nefolosite, toate gradele sunt tot pare (din fiecare varf, C' a folosit un numar par de muchii).
Repetand Pasul 1 din w obtinem un traseu inchis C’ format din muchii nefolosite. 11 ,lipim”
in C: parcurgem C pand la u, apoi tot C’, apoi restul lui C. Obtinem un traseu inchis
mai lung.

e Repetam Pasul 2. Numarul muchiilor este finit, deci la final obtinem un ciclu eulerian.

Drumuri euleriene. Daca un graf conex are exact doua varfuri de grad impar, z si y, adaugam o
muchie noud xy. Acum toate gradele sunt pare, deci exista un ciclu eulerian. Eliminand din el
muchia noua, obtinem un drum eulerian de la x la y. Reciproc, intr-un drum eulerian deschis,
varfurile interioare au grad par, iar cele doua capete au grad impar (prima, respectiv ultima
muchie nu are pereche). Prin urmare un graf cu mai mult de doua varfuri de grad impar nu are
nici ciclu, nici drum eulerian.

c¢) In K7 fiecare varf are gradul 6. Bucla adaugi 2, deci fiecare varf are gradul 8, numér par.
Graful este conex, deci, conform punctului b), existd un ciclu eulerian: toate piesele pot fi asezate
in cerc.

Constructia. In Problema 6 am descompus K7 (cu varfurile 1,...,7) in trei cicluri hamiltoniene.
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Notam varful 7 cu 0, ca sa obtinem numerele de pe piese:
0,1,2,6,3,5,4,0, 0,2,3,1,4,6,5,0, 0,3,4,2,5,1,6,0.

Toate trei trec prin varful 0, deci le putem parcurge unul dupa altul, obtindnd un traseu inchis
care foloseste o data fiecare dintre cele 21 de muchii ale lui K7. Mai raman dublurile: inseram
fiecare dublura a—a prima data cand traseul ajunge in a. Obtinem cercul de 28 de piese:

0-0, 0-1, 1-1, 1-2, 2-2, 2-6, 6-6, 6-3, 3-3, 3-5, 5-5, 5-4, 44, 4-0,
0-2, 2-3, 3-1, 1-4, 46, 6-5, 5-0, 0-3, 3-4, 4-2, 2-5, 5-1, 1-6, 6-0.

Fiecare piesa incepe cu numarul cu care se termina precedenta, iar ultima piesa, 60, se leaga
de prima, 0-0. Apar toate cele 28 de piese, cite o data.

d) Fara numarul 6 raman piesele cu numere de la 0 la 5: graful complet Kg si 6 bucle. In Kg
fiecare varf are gradul 5, iar cu bucla gradul devine 7, impar. Toate cele 6 varfuri au grad impar,
deci, conform punctului b), nu exista nici ciclu eulerian, nici drum eulerian. Piesele nu pot fi
asezate nici In cerc, nici intr-un singur sir.

Explicatie intuitiva: intr-un sir, fiecare aparitie a unui numar in interiorul sirului foloseste doua
capete de piese. Numarul 0 apare pe 7 capete de piese (o data pe fiecare dintre 0-1,...,0-5 si
de doua ori pe 0-0), un numar impar. Deci 0 trebuie sa fie la un capéat al sirului. La fel pentru
fiecare dintre cele 6 numere, dar un sir are doar doua capete.

Problema 8. Depozitarea substantelor incompatibile

Enunt. Un laborator are 6 substante A, ..., F. Perechile incompatibile (care nu pot sta in
acelasi depozit) sunt: AB, AD, BC, BE, CF, DE, EF.
a) Se pot imparti substantele in doud depozite?

b) Ce se intampla daca apare si incompatibilitatea AC?

Rezolvare. Graful incompatibilitatilor trebuie colorat corect cu 2 culori, adica trebuie sa fie
bipartit.

a) Coloram prin parcurgere in latime (BFS) din A: A — 1. Vecinii B, D + 2. Vecinii lui B:
C,E — 1. Vecinul lui C: F — 2. Toate muchiile AB, AD, BC, BE, CF, DE, EF au capete
de culori diferite. Deci depozitul 1 contine {A, C, E'}, iar depozitul 2 contine {B, D, F'}.

depozitul 1 depozitul 2

—E—0©
O—E—@ )

graful incompatibilitatilor aceeasi retea, rearanjata

In stanga, graful incompatibilitatilor: varfurile sunt substantele, iar muchiile sunt perechile
incompatibile. In dreapta, aceleasi varfuri si muchii, cu {A, C, E} intr-o coloana si {B, D, F'} in
cealalta: toate muchiile merg de la o coloana la cealalta, deci graful este bipartit.

b) Cu AC apare triunghiul ABC, un ciclu impar, deci graful nu mai este bipartit si doua depozite
nu ajung. Trei ajung: {A, E}, {B, D, F}, {C} este o colorare corecta (se verifica pe toate cele
8 muchii).
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cu incompatibilitatea AC

Muchia noua AC' (punctata) inchide impreuna cu AB si BC' triunghiul ABC (ingrosat). Culorile
varfurilor dau repartizarea in trei depozite: {4,E}, {B,D,F}, {C}.

Observatie: BFS fie produce o 2-colorare, fie gaseste o muchie intre varfuri de aceeasi culoare,
care inchide un ciclu impar. Algoritmul ruleaza in timp O(|V| + | E|).

Problema 9. Repartizarea voluntarilor (teorema lui Hall)

Enunt. Cinci voluntari Vi, ..., Vs trebuie repartizati pe cinci posturi P, ..., Ps, cate unul
pe post, fiecare doar pe posturi pentru care e calificat:

Voluntar Posturi acceptate

1%} Py, Py

Vo P

V3 Py, P3, Py
Vy P, P

Vs Py, Ps

a) Exista o repartizare completa?
b) Céate posturi pot fi ocupate cel mult?

c) Ce calificare suplimentara ar rezolva problema?

Rezolvare. Graful bipartit are partile {V1,...,Vs} si {P1,..., Ps}. Cautam un cuplaj maxim.
a) Pentru S = {V1, Va2, V4} avem N(S) = {P1, P»}, deci [N(S)| =2 < 3 =|S|. Conditia lui Hall

este ncalcata, deci nu exista repartizare completa.

@ ®
W——®

S = {Vl,VQ,V4} §i N(S) = {Pl,Pg}

Voluntarii din S (colorati) au muchii, desenate cu rosu, doar catre cele doua posturi colorate
din N(S): trei voluntari pentru doua posturi.
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b) Pornim greedy: V1P, V3P, V5Py. Pentru V5 cautam un drum augmentant, care alterneaza
muchii din afara cuplajului cu muchii din cuplaj:

Vo— Py (libera), Py—Vi (in cuplaj), Vi—P» (liberd), P,—V3 (in cuplaj), Vz— P (liberd),
cu P3 neocupat. Inversand rolurile muchiilor de pe drum obtinem cuplajul Vo Py, Vi P, V3P,

V5 Py, deci 4 posturi ocupate. Mai mult nu se poate: cei trei voluntari din S au doar doua posturi
disponibile, deci cel putin unul ramane nerepartizat (forma cu deficienta a teoremei lui Hall).

Dr—(® D)
@ ® ®
B ® L@
o) @)
® ®

cuplajul greedy (albastru) cuplajul dup4a inversare
si drumul augmentant (4 muchii)

In stdnga, muchiile cuplajului greedy sunt albastre ingrosate, iar muchiile libere ale drumului
augmentant sunt rosii punctate. Capetele drumului, V5 si P3 (verzi), nu sunt saturate. Drumul
Vo P V1 P,V3P3 alterneaza rosu-albastru. In dreapta, dup# inversare, muchiile rosii intra in
cuplaj, iar cele albastre de pe drum ies: cuplajul are o muchie in plus, iar V; si Ps raman
nesaturati.

c) Daca Vj se califica si pentru Ps, cuplajul Vi Pa, Vo Py, VaPs, ViP5, V5 Py este perfect.

(A7)
()
()
O D
(r——®)

cuplaj perfect, cu muchia noua V, P;

Problema 10. Alocarea curierilor (algoritmul ungar)

Enunt. Patru curieri trebuie alocati la patru zone de livrare, cate unul pe zona. Timpii
estimati (minute) sunt:
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Zy Zy Zs Zy
ci|9 2 7
Co| 6 4 3 7
C3| 5 8 1 8
Cy | 7 6 9 4
Minimizati timpul total.
Rezolvare. Modelarea. Curierii Cy,...,Cy si zonele Zy,...,Z, sunt partile grafului bipartit

complet K4 4. Muchia C;Z; are ponderea ¢;;, timpul din tabel. O alocare (fiecare curier la o
zona diferita) este un cuplaj perfect, adica o permutare o, cu timpul total C(o) = >, cip(i)-
Cautam cuplajul perfect de pondere minima. Existda 4! = 24 alocari. In loc sa le enumeram,
aplicam algoritmul ungar. Matricea costurilor este

9 2 7 8
6 4 3 7

C= f 818 (randuri C1,...,Cy, coloane Z1,...,Zy4).
7 6 9 4

Pasul 1: reducerea pe linii. Determinam minimul fiecarei linii:
u; = min(9,2,7,8) =2, wup =min(6,4,3,7) = 3,
uz = min(5,8,1,8) =1, wuy = min(7,6,9,4) = 4,

si il scadem din toate elementele liniei respective. De exemplu, linia 1 devine (9 -2, 2—2, 7—
2, 8 —2) =(7,0,5,6). Obtinem

70 5 6
31 0 4
4 7 0 7
3250

Interpretare: am scazut din timpul fiecarui curier timpul minim pe care il are oricum de parcurs.
Dupa faptul (i), alocarea optima raméne aceeasi, iar orice alocare costa acum cu 24+3+1+4 = 10
minute mai putin.

Pasul 2: reducerea pe coloane. In matricea obtinuta, minimele coloanelor sunt
vy = min(7,3,4,3) = 3, vg = 0, vy =0, vy =0,

deoarece coloanele 2, 3, 4 contin deja cate un zero. Scadem 3 din coloana Z:

4 0 5 6
01 0 4
1 707
02 50

Toate elementele sunt nenegative si fiecare linie si coloana contine cel putin un zero. Suma
constantelor scazute pana acum este

duitd v;=2+3+1+4)+(3+0+0+0) =13,
i j

deci, dupa faptul (i), orice alocare are in matricea redusa costul C(c) — 13 > 0. Asadar orice
alocare dureaza cel putin 13 minute.
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Pasul 3: testul de optimalitate. Zerourile matricei reduse se afla pe pozitiile
(1,2), (2,1), (2,3), 3,3), (41), (44).

Zerourile (1,2), (2,1), (3,3), (4,4) sunt independente (linii diferite si coloane diferite). Cum o
linie acopera cel mult unul dintre ele, sunt necesare cel putin 4 linii pentru acoperirea tuturor
zerourilor, deci k = 4 = n. Testul este trecut, iar Pasul 4 (modificarea matricei) nu mai este
necesar.

Pasul 5: citirea atribuirii. Alegem zerourile independente, incepand cu liniile care au un singur
ZEro:

« Linia 1 are un singur zero, in coloana 2: alegem C7 — Z3 si eliminam linia 1 si coloana 2.
» Linia 3 are un singur zero, in coloana 3: alegem C3 — Z3 si eliminam linia 3 si coloana 3.

o In linia 2 au rdmas zerouri doar in coloana 1 (cel din coloana 3 a fost eliminat): alegem
Coy — Zi si eliminam coloana 1.

o In linia 4 rdméne zeroul din coloana 4: alegem Cy — Zy.

Zerourile alese sunt ingrosate:

4 0 5 6
010 4
1 70 7
0250

Costul si optimalitatea. Calculam costul in matricea initiala:
c19 + o1+ ¢33+ cq44 =246+ 1+ 4 = 13 minute.

Valoarea coincide cu marginea inferioara de 13 minute obtinuta la Pasul 2, deci alocarea C7 —
Zo, Co — Z1, C3 — Zs, Cy — Z4 este optima. Verificare duald: pe muchiile alese avem
cij:ui—l-vj, adicé2:2+0, 6=34+3,1=14+0,4=4+0.

Observatie (unicitate). O alocare optima costa 13, deci are costul 0 in matricea redusa, adica
foloseste numai zerouri. Liniile 1 si 3 au cate un singur zero, ceea ce forteaza C; — Z3 si
Cs — Z3, apoi Cy — Z; si Cy — Z4. Prin urmare alocarea optima este unica. Urmatoarea cea
mai buna alocare dureaza 14 minute.

% Problema 11. Locuri de practica (cuplaje stabile, algoritmul Gale—

Shapley)

Enunt. Patru studenti, Si, ..., S, trebuie repartizati la patru firme, Fi,..., Fy, cate unul
la fiecare firma. Fiecare student si fiecare firma au o lista de preferinte (de la cea mai dorita
la cea mai putin dorita):

Student Preferinte Firma Preferinte
S1 F;, F5, F1, Fy F Sy, S1, S2, S3
Sa Fy, F3, F1, F» Fy S, S4, S1, S3
53 F17 F37 F47 F2 F3 517 53; S4a SQ
S4 F47 F37 F2a Fl F4 837 54; SQ, Sl

a) Aratati ca repartizarea Sy F1, SoFb, S3F3, S4Fy este instabila.

b) Aplicati algoritmul cererilor, in care studentii fac cereri, si verificati ca repartizarea
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obtinuta este stabila.
c) Demonstrati ca algoritmul se termina intotdeauna cu un cuplaj perfect stabil.

d) Aplicati algoritmul in care firmele fac cererile. Comparati cele doua rezultate.

Rezolvare. Modelarea. Studentii si firmele sunt cele doua parti ale grafului bipartit complet
K, 4, iar o repartizare este un cuplaj perfect. Spre deosebire de problema de atribuire, nu
avem costuri, ci preferinte de ambele parti. Cerinta naturala este stabilitatea: sa nu existe
un student si o firma care s-ar intelege sa ,rupa” repartizarea, deoarece amandoi s-ar prefera
reciproc partenerilor primiti.

a) Studentul S7 a primit Fi, a treia lui optiune, dar o prefera pe F3. Firma F3 l-a primit pe Ss,
a doua ei optiune, dar il prefera pe Si. Perechea (51, F3) este blocanta, deci repartizarea este
instabila.

b) Algoritmul cererilor (studentii fac cereri):
o Initial nimeni nu este repartizat.

o (Cat timp exista un student liber, acesta face o cerere primei firme din lista lui la care nu
a mai facut cerere.

e Daca firma este libera, accepta provizoriu. Daca are deja un student, il pastreaza pe cel
pe care il prefera dintre cei doi, iar celalalt devine liber.

Facem cererile 1n ordinea indicilor: de fiecare data cere studentul liber cu indicele cel mai mic.

Pas Cerere Decizia firmei Repartizare provizorie

1 S1 — F3 accepta (libera) S1F3

2 Sy — Fy accepta (libera) S1F3, SoFy

3 S3— F; accepta (libera) S1F3, SoFy, Sk

4 54 — F4 F4 1l preferé pe 54 lui Sg Sng, SgFl, S4F4

5 So — F3 F3il prefera pe Si: refuza neschimbata

6 Sg —F 1l preferé pe SQ lui 53 Sng, SzFl, S4F4

7 S3— F3 Fj3il prefera pe Si: refuzd neschimbata

8 53 —Fy Fy 1l preferé pe Sg lui 54 Sng, SQFl, SgF4

9 Sy — F3 F31l prefera pe S7: refuzd neschimbata

—_
@]

Sy — F» accepta (liberd) S1F3, SoF, SsFy, SiFy

Dupa 10 cereri toti studentii sunt repartizati:
S1F3, Sy Iy, S3Fy, SyFy.

Verificarea stabilitatii. O pereche blocanta ar fi formata dintr-un student si o firma pe care el o
prefera celei primite. Le verificam pe toate:

e S1 a primit prima optiune, deci nu face parte din nicio pereche blocanta.

e S (a primit Fy) prefera Fy si F3. Dar Fy il prefera pe Sz (primit), iar F3 il prefera pe Sy
(primit).

o S3 (a primit Fy) prefera Fy si F3. Dar Fy il prefera pe S, iar F3 pe Sj.
o Sy (a primit Fy) prefera Fy si F5. Dar Fy il prefera pe S, iar F3 pe Sj.
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Nu exista perechi blocante, deci repartizarea este stabila.

c) Demonstram trei proprietati, valabile pentru orice n si orice liste de preferinte.

e Algoritmul se termind. Fiecare student face cel mult o cerere fiecarei firme, deci se fac cel
mult n? cereri (aici, cel mult 16).

e Rezultatul este un cuplaj perfect. O firma care a primit o cerere raméane ocupata pana la
final: ea isi schimba studentul doar cu altul, mai bun. Presupunem ca la final un student
S a ramas liber. Atunci S a facut cereri tuturor celor n firme, deci toate firmele sunt
ocupate, cu n studenti diferiti de S. Dar exista doar n — 1 alti studenti, contradictie. Deci
toti studentii, si astfel toate firmele, sunt repartizati.

o Cuplajul este stabil. Presupunem ca S si F' nu sunt repartizati impreuna, dar S o prefera
pe F' firmei primite. Studentii fac cereri In ordinea preferintelor, deci S i-a facut cerere
lui F' nainte de a ajunge la firma primita. Firma F' l-a refuzat pe S, fie imediat, fie mai
tarziu, pentru un student pe care il prefera. Studentii firmei F' devin doar mai buni in
timp, deci la final F are un student pe care il prefera lui S. Asadar (S, F') nu este o pereche
blocanta.

Aceasta demonstreaza teorema lui Gale si Shapley: un cuplaj stabil exista intotdeauna.

d) Acum firmele fac cererile, fiecare primului student din lista ei: Fy — Sy, F» — Sy, F3 — 51,
Fy — S3. Cele patru cereri merg la studenti diferiti, deci toate sunt acceptate si algoritmul se
opreste imediat:

Sng, SQFQ, S3F4, Sy .

Rezultatul este stabil, conform punctului ¢) aplicat cu rolurile inversate, dar difera de cel de la
b). Comparam:

Studentii fac cereri  Firmele fac cereri

Sa Fy (optiunea 3) F, (optiunea 4)
Sy F (optiunea 3) F (optiunea 4)
Fy Sy (optiunea 3) S4 (optiunea 1)

( ) ( )

Fy S4 (optiunea 2 Sy (optiunea 1

Ceilalti (S1, S3, F3, Fy) primesc acelasi partener. Partea care face cererile obtine rezultate cel
putin la fel de bune: studentii Sy si Sy prefera primul rezultat, iar firmele F7 si F pe al doilea.

Rezultatul general. Spunem ca firma F' este un partener posibil pentru studentul S daca exista
un cuplaj stabil in care S si F' sunt repartizati impreuna. Aratam ca, atunci cand studentii fac
cererile, fiecare student primeste cel mai bun partener posibil din lista lui.

Este suficient sa aratdm ca niciun student nu este refuzat vreodata de un partener posibil.
Atunci fiecare student, care face cereri in ordinea preferintelor, se opreste cel tarziu la primul
partener posibil din lista lui, deci il primeste pe cel mai bun.

Presupunem contrariul si consideram primul moment din desfasurarea algoritmului in care un
student S este refuzat de un partener posibil F. Fie M’ un cuplaj stabil in care S este repartizat
la F. Firma F l-a refuzat pe S pentru un student S’ pe care il prefers lui S. In M’, studentul S’
este repartizat la o altd firma F” (deoarece F este ocupata de S), deci F’ este un partener posibil
al lui S’. Studentul S’ i-a facut cerere lui F' inainte de acest moment. Daca S’ ar prefera-o pe
F" lui F, ar fi cerut-o intdi pe F’ si ar fi fost refuzat de ea mai devreme, adicd ar fi fost refuzat
de un partener posibil inainte de momentul ales, contradictie. Deci S” o prefera pe F' lui F'.
Dar si F il preferd pe S’ lui S. Atunci (S’, F)) este o pereche blocanta pentru M’, deci M’ nu
este stabil, contradictie.
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In exemplul nostru exista exact dou#i cuplaje stabile, cele gasite la b) si d), iar fiecare parte
primeste, in varianta in care face cererile, un partener cel putin la fel de bun ca in cealalta
varianta. De aceea, in aplicatii reale (repartizarea rezidentilor in spitale, admiterea in licee)
conteaza cine face cererile.

Problema 12. Orarul profesorilor (colorarea muchiilor, teorema lui Konig)

Enunt. Trei profesori predau la patru clase numarul de ore saptamanale din tabel. Un
profesor poate preda la o singura clasa intr-o ora, iar o clasa are un singur profesor intr-o
ora. Care este numarul minim de intervale orare necesare?

Cl1 Cl2 Cl3 Cl4 Total

Profl 2 1 1 0 4
Prof2 1 0 1 1 3
Prof3 0 1 0 2 3

Rezolvare. Modelarea. Construim un graf cu varfurile Profl, Prof2, Prof3 de o parte si Cl1,
Cl12, Cl3, Cl4 de cealalta. Pentru fiecare ora pe care un profesor o are la o clasia desenam céate
o muchie intre ei. Daca sunt 2 ore, desenam 2 muchii (paralele). Obtinem un multigraf bipartit
(un graf in care sunt permise mai multe muchii intre aceleasi doua varfuri), cu 4 +3 + 3 = 10
muchii, cite una pentru fiecare ora de predat.

Gradul unui varf este numarul de ore ale profesorului sau ale clasei respective:
d(Profl) = 4, d(Prof2) = 3, d(Prof3) = 3. d(Cll) = 3, d(ClI2) = 2, d(Cl3) =2, d(Cl4) = 3.

Gradul maxim este A = 4, atins de Profl.

Ce inseamnd un interval orar. Intr-un interval se tin simultan mai multe ore (muchii). Conditiile
din enunt spun ca doua ore din acelasi interval nu pot avea acelasi profesor si nici aceeasi clasa,
adica doua muchii din acelasi interval nu au capat comun. Deci orele dintr-un interval formeaza
un cuplaj. Un orar cu k intervale este o impartire a celor 10 muchii in k cuplaje, adica o colorare
a muchiilor cu k culori (culoarea unei muchii este intervalul in care se tine ora), in care muchiile
cu un capat comun au culori diferite. Numarul minim de culori pentru care exista o astfel de
colorare se numeste indicele cromatic si se noteaza x’. Problema cere exact x'.

Margine inferioard: x' > 4. Cele 4 muchii din Profl au toate capatul comun Profl, deci trebuie
sa aiba 4 culori diferite: Profl are 4 ore si nu poate tine doua simultan. In general ¥/ > A
pentru orice graf.

Valoarea exactd (teorema lui Konig). Pentru orice multigraf bipartit are loc x’ = A. Aplicind
teorema grafului nostru, cu A = 4, obtinem x’ = 4: orarul se poate face in 4 intervale, iar mai
putine nu ajung.

Un orar concret cu 4 intervale. Teorema garanteaza existenta unei colorari cu 4 culori. Pentru
graful nostru o gasim direct. Profesorul cel mai incarcat, Profl, trebuie sa predea in fiecare
interval. Ii fixdm orele in ordinea Cl1, CI1, C12, CI3 si completam apoi orele lui Prof2 si Prof3
astfel Incat in fiecare interval clasele sa fie distincte:
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Interval Profl Prof2 Prof3

Cl1 CI3 Cl4
Cl1 Cl4 Cl2
Cl2 Cl1 Cl4
CI3 - -

=W N

In desenele de mai jos, in stanga este multigraful orelor (muchiile duble Profl-Cl1 si Prof3-Cl4
corespund celor cate 2 ore), iar in dreapta aceeasi muchii colorate dupa interval: 1, 2, 3, 4
(numarul intervalului e scris si pe muchie).

1
—~— 3

multigraful orelor orarul ca o colorare a muchiilor

Verificare.

e La fiecare varf, muchiile au culori diferite: Profl are culorile 1, 2, 3, 4. Prof2 are 1, 2, 3.
Prof3 are 1, 2, 3. ClI1 are 1, 2, 3. Cl2 are 2, 3. Cl3 are 1, 4. Cl4 are 1, 2, 3. Deci nimeni
nu are doua ore in acelasi interval.

o Fiecare muchie este colorata o singura data, deci fiecare ora ceruta apare exact o data in
orar (de exemplu, Profl are la Cl1 orele din intervalele 1 si 2).

Prin urmare numarul minim de intervale orare este 4.

Observatie. Pentru grafuri care nu sunt bipartite rezultatul nu mai are loc: triunghiul K3 are
A =2, dar cele 3 muchii ale lui au doud cate dous un capit comun, deci x/(K3) = 3. In general,
teorema lui Vizing dd A < x' < A + 1 pentru grafuri simple (fard muchii multiple).

Problema 13. Meciuri intre doua cluburi (patrate latine)

Enunt. Doua cluburi de sah, cu jucatorii aq,...,as, respectiv by, ...,bs, organizeaza o
intalnire in care fiecare jucator al primului club joaca exact o partida cu fiecare jucator al
celui de-al doilea club. Partidele se joaca in runde, iar intr-o runda fiecare jucator joaca o
singura partida.

a) Care este numarul minim de runde?

b) Aratati ca un program cu acest numar de runde este acelasi lucru cu un patrat latin de
ordin 4 si construiti un program.

c) Organizatorii cer ca in runda 1 sa se joace partidele a1b, agbi, asbs, asbs. Aratati ca
programul poate fi completat si completati-1.

Rezolvare. Jucatorii sunt varfurile grafului bipartit complet Kj 4, iar partidele sunt cele 16
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muchii. O runda este un cuplaj, iar un program in k runde este o colorare a muchiilor cu k
culori (culoarea unei muchii este runda in care se joaca partida).

a) Fiecare jucdtor are 4 partide si joaca cel mult una pe runda, deci sunt necesare cel putin
4 runde. Conform teoremei lui Konig (Problema 12), muchiile unui graf bipartit se pot colora
cu A = 4 culori, deci 4 runde ajung. Intr-un program cu 4 runde, fiecare runda contine exact
16/4 = 4 partide, deci fiecare juciator joaca in fiecare runda.

b) Scriem programul ca o matrice L de ordin 4: pe linia ¢ si coloana j punem runda in care

joaca a; cu b;.

e Jucatorul a; joacad in fiecare runda exact o partida, deci pe linia ¢ fiecare runda 1,2,3,4
apare exact o data.

« La fel, jucatorul b; joaca exact o partida in fiecare runda, deci pe coloana j fiecare runda

apare exact o data.

Deci L este un patrat latin. Reciproc, dintr-un patrat latin obtinem un program: in runda r
se joaca partidele a;b; pentru care L;; = r. Fiecare jucator apare o singura data in runda r,
deoarece r apare o singura data pe linia si pe coloana lui.

Un exemplu simplu este patratul latin ,ciclic” L;; = ((¢ + j — 2) mod 4) + 1:

I
— o W N
N R W
W N =

adica programul

Runda Partide

aiby, asby, azbz, asbs
aiba, asbi, azbs, asbz
a1bs, asba, azbi, asby

=~ W N =

arby, asbz, azba, asb

c) Existenta. Partidele cerute pentru runda 1 formeaza un cuplaj perfect in Ky 4. Eliminandu-
le, ramane un graf bipartit in care fiecare jucator mai are 3 partide, adica un graf 3-regulat.
Conform teoremei lui Kénig, muchiile lui se pot colora cu 3 culori, care vor fi rundele 2, 3 si 4.
Deci programul poate fi completat.

Completarea, pas cu pas. Notam cu H graful partidelor ramase dupa runda 1. Pentru fiecare
2’
jucator a;, adversarii ramasi sunt cei trei jucatori b; cu care nu joaca in runda 1:

ay : by,b3,by, as : ba, b3, by, asz : by,ba, b3, ag @ by, ba, by.

e Runda 2. Cautam un cuplaj perfect in H. Partidele a1by1, asbe, asbs, asby sunt toate in H
si folosesc fiecare jucator o data, deci formeaza runda 2.

e (e ramane. Dupa eliminarea rundei 2, fiecare jucator mai are 2 partide:
ar: bs,ba, az : bs, ba, az: by, ba, ag : by, bo.
Graful ramas este 2-regulat, deci este format din cicluri. Aici sunt doua cicluri de lungime

4: al b3 a9 b4 al §i as b1 aq bg as.
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o Rundele 3 si 4. Intr-un ciclu de lungime para, muchiile luate ,,din dou in dous” formeaza
un cuplaj. Din primul ciclu luam a1b3, a2bs pentru runda 3 si a1bs, azbs pentru runda 4.
Din al doilea ciclu luam asby, asby pentru runda 3 si agbe, asbr pentru runda 4.

Programul complet este:

Runda Partide

a1b27 agbl, a31)4, a4b3 (impuse)
aiby, asba, asbz, asby
a1bs, asby, asbi, asby

I

aiby, asbz, azba, asb

Procedeul functioneaza intotdeauna. Dupa fiecare runda extrasa, graful ramas este tot bipartit
si regulat, deci, conform teoremei lui Konig (sau teoremei lui Hall), are un cuplaj perfect. La
final, un graf bipartit 2-regulat este o reuniune de cicluri de lungime para, care se impart mereu
in doua cuplaje. Patratul latin corespunzator este

B W RN
SO S N
N e W
N = QO

Verificare. Pe fiecare linie si pe fiecare coloana apar numerele 1, 2, 3, 4, cite o data, deci fiecare
jucator joaca o partida in fiecare runda. Matricea are 16 pozitii, deci toate cele 16 partide apar,
fiecare o singura data. Cifrele ingrosate sunt partidele impuse in runda 1.

Observatie. Acelasi rationament functioneaza pentru orice cuplaj perfect impus in runda 1 si
pentru orice n: daca pozitiile tuturor cifrelor 1 sunt fixate, cate una pe fiecare linie si pe fiecare
coloana, patratul latin poate fi intotdeauna completat. Patratele latine apar si in jocul Sudoku,
unde se adauga conditia suplimentara pe blocurile 3 x 3.

Problema 14. Trei case si trei utilitati (/33 nu este planar)

Enunt. Trei case trebuie legate fiecare la apa, gaz si electricitate, prin conducte care nu se
intersecteaza (de exemplu, trasee pe un circuit imprimat cu un singur strat).

a) Este posibil?

b) Aceeasi intrebare pentru 5 componente legate fiecare cu fiecare.

Rezolvare. Modelarea. Notam casele cu Hy, Ho, H3 si sursele de apa, gaz si electricitate cu A,
G, E. Fiecare casa trebuie legata de fiecare sursa, deci obtinem graful bipartit complet K33,
cu v = 6 varfuri si e = 3 -3 = 9 muchii. Intrebarea este daci K3 3 se poate desena in plan fara
ca muchiile si se intersecteze (In afara capetelor). Un graf care admite un astfel de desen se
numeste planar.
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K3 3: case si utilitati

un desen cu o singura intersectie

Fetele unui desen planar. Un desen planar imparte planul in regiuni, numite fete. Una dintre
ele este nemarginita (fata exterioara). Pentru un graf planar conex cu v varfuri, e muchii si f
fete are loc formula lui Euler

v—e+ f=2.

De exemplu, un patrat desenat (v =4, e = 4) are f = 2 fete: interiorul si exteriorul.

Lungimea frontierei unei fete. Pentru fiecare fata numaram muchiile de pe frontiera ei. Fiecare
muchie separa doud fete (sau aceeasi fata pe ambele parti), deci este numarata de exact doua
ori in total:

Z (numérul de muchii de pe frontiera lui F) = 2e.

fete F

a) Presupunem, prin reducere la absurd, ci K33 are un desen planar, cu f fete.

» Frontiera fiecarei fete contine un ciclu al grafului. Graful este bipartit, deci nu are cicluri
de lungime impara, in particular nici triunghiuri. Ciclurile lui au lungimea cel putin 4.
Asadar fiecare fata are cel putin 4 muchii pe frontiera.

o Din egalitatea de mai sus rezulta 4f < 2e, adica f < e/2.

e Inlocuind in formula lui Euler:

e e
2:v—e+f§v—e+§:fu—§ = e<2v-—4.

Pentru K3 3, inegalitatea devine 9 < 2.6 —4 = 8, fals. Contradictia arata ca K33 nu este planar:
cele trei case nu pot fi legate fara intersectii.

Desenul din dreapta arata ca o singura intersectie este suficienta. Varfurile sunt asezate pe un
hexagon in ordinea Hi, A, Ho, G, Hs, F/, deci laturile hexagonului sunt 6 dintre cele 9 legaturi.
Celelalte 3 legaturi unesc varfuri opuse: H1G si HaoE sunt trase prin interior, iar AH3 prin
exterior. Doua coarde opuse ale hexagonului se intersecteaza mereu in interior, deci HiG si
H>FE se taie intr-un punct (marcat cu rosu). In practicd, aceasti unici intersectie se rezolva cu
o trecere pe un al doilea strat.

b) Cinci componente legate fiecare cu fiecare formeaza graful complet K5, cu v =5 si e = (g) =
10. Aici graful are triunghiuri, deci putem folosi doar faptul ca o fata are cel putin 3 muchii pe

frontiera. Acelasi calcul da 3f < 2e si

2
2:v—e—l—f§U—e+§e:U—§ = e<3v-—6.

Pentru K5 ar rezulta 10 < 3-5—6 = 9, fals. Deci nici K5 nu este planar. $i aici o singura
intersectie este suficienta:
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K5 cu o singura intersectie

Observatie. Grafurile K5 si K33 sunt, intr-un sens precis, singurele obstructii: conform teoremei
lui Kuratowski, un graf este planar daca si numai daca nu contine o subdiviziune a lui K5 sau a
lui K33 (adica una dintre ele, eventual cu muchiile inlocuite prin drumuri).

Problema 15. Asezare alternanta (cicluri hamiltoniene in X, ,,)

Enunt. La o masa rotunda stau n baieti si n fete, alternand.

a) In cAte moduri distincte (pani la rotatie si oglindire) se poate face asezarea? Calculati
pentru n = 3.

b) Se pot aseza alternant 5 baieti si 4 fete?

Rezolvare. O asezare alternanta este un ciclu hamiltonian in K, .

a) Fixam baiatul b; pe un loc (elimindm rotatiile). Ceilalti n — 1 baieti ocupa locurile baietilor
in (n — 1)! moduri, iar fetele cele n locuri dintre ei in n! moduri. Fiecare ciclu a fost numarat
de doua ori (cele doua sensuri), deci, pentru n > 2,

h(Kn,n) = n‘(n2_1)‘

. 1.91 O . . . .
Pentru n = 3 obtinem % = 6 asezari. Verificare pentru n = 2: Ks9 = (4 are un singur ciclu

hamiltonian, iar formula d& 1.

b) Un ciclu intr-un graf bipartit alterneaza intre parti, deci foloseste tot atatea varfuri din fiecare
parte. Asadar K,,, cu m # n nu are ciclu hamiltonian, iar asezarea ceruta nu este posibila.
(Pe un rand drept, cu baieti la capete, se poate.)

Problema 16. Retea sociala fara triunghiuri (teorema lui Mantel)

Enunt. Intr-o retea cu 10 utilizatori nu exista trei care sa fie toti prieteni intre ei.

a) Cate relatii de prietenie pot exista cel mult?

b) Generalizati la n utilizatori.

Rezolvare. Modelarea. Utilizatorii sunt varfurile unui graf G cu n varfuri, iar o muchie inseamna
o relatie de prietenie. Trei utilizatori prieteni doi cate doi formeaza un triunghi in G. Cautam
numarul maxim e de muchii al unui graf cu n varfuri fara triunghiuri. Fara restrictie, maximul
ar fi (g), realizat de K,. Pentru n = 10 acesta este 45. Vom arita ca, pentru grafurile fara

triunghiuri,
2

<[]

cu egalitate pentru graful bipartit complet cu partile cat mai egale. Pentru n = 10 raspunsul
este [100/4| = 25.
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Pasul 1: o retea cu 25 de prietenii si fara triunghiuri. impér‘gim cei 10 utilizatori in doua
grupuri A = {1,...,5} si B = {6,...,10} si declaram prieteni pe oricare doi utilizatori din
grupuri diferite, iar pe cei din acelasi grup, nu. Obtinem K55, cu 5-5 = 25 de muchii. Nu exista
triunghiuri: dintre trei varfuri, doua sunt in acelasi grup (principiul cutiei), iar acestea nu sunt
prieteni. (Altfel spus, K55 e bipartit, deci nu are cicluri impare.)

®
@
®
®

@
®

o prietenie noua 1-3 creeaza triunghiul 1, 3,7

@OG&® >
OIOIOIONOKE
®

K5 5: 25 de prietenii, fara triunghiuri

Reteaua este si mazimala: daca mai adaugam o prietenie, ea leaga doi utilizatori din acelasi
grup, de exemplu 1 si 3, iar Impreuna cu orice utilizator din celalalt grup, de exemplu 7, se
formeaza triunghiul 1, 3,7 (desenul din dreapta).

In general, pentru n utilizatori impartiti in grupuri de a si b = n — a persoane, graful K,; nu
are triunghiuri si are ab muchii. Din identitatea
(a+b)?—(a—b)? n?—(a—0b)?

ab = 1 - 1

se vede ca ab este maxim cand |a — b| este cAt mai mic: a = b = n/2 pentru n par, de unde
ab = n?/4, respectiv |a — b| = 1 pentru n impar, de unde ab = (n? — 1)/4. In ambele cazuri
ab = |n?/4].

Pasul 2: nu se poate mai mult. Fie G un graf oarecare cu n varfuri, e muchii si fara triunghiuri.
Notam cu d(v) gradul varfului v (numéarul de prieteni ai lui v).

(1) Doi prieteni nu au prieteni comuni. Fie uv o muchie. Daca un varf w ar fi vecin si cu u,
si cu v, atunci w, v, w ar forma un triunghi. Deci N(u) N N(v) = (. Cum ambele multimi
sunt incluse in cele n varfuri ale grafului,

d(u) +d(v) = |N(u)| +|N(v)| <n pentru orice muchie uv.

(2) Sumdm peste toate muchiile. Obtinem >°, - (d(u)+d(v)) < ne. In suma din stinga, un
varf v apare o data pentru fiecare muchie care il contine, adica de d(v) ori, si de fiecare
data contribuie cu d(v). Prin urmare

> (d(u) +dw)) =) d)?  deci Y d(v)’ <ne.

uwwelR veV veV

(3) Margine inferioard pentru suma patratelor. Inegalitatea Cauchy—Schwarz (3, d(v) - 1)2 <
(>, d(v)?) (>, 1?), impreund cu lema strangerilor de méana -, d(v) = 2e, da

Sde? = L(Taw) =
veV veV

2 n2

4
(4) Concluzia. Din (2) si (3), = < ne. Daca e > 0, impartim la e si obtinem e < T Cum
e este intreg, e < |n?/4].
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Raspuns. Pentru 10 utilizatori pot exista cel mult 25 de prietenii, iar valoarea este atinsa de
Ks 5. Pentru n utilizatori maximul este [n?/4], atins de K|, /2] 15/2]-

Comentariu. Interzicerea triunghiurilor reduce numarul maxim de prietenii de la 45 (in Kjg) la
25. Generalizarea este teorema lui Turdan: un graf cu n varfuri fara K,,; are cel mult atatea
muchii cate are graful r-partit complet cu partile cat mai egale.

Problema 17. Strangeri de mana la o petrecere

Enunt. Aratati ca la orice petrecere cu cel putin doua persoane exista doua persoane care
au dat acelasi numar de strangeri de mana.

Rezolvare. Fie n > 2 numarul de persoane. Gradul fiecarei persoane in graful strangerilor de
mana apartine multimii {0,1,...,n — 1}, care are n elemente. Valorile 0 si n — 1 nu pot aparea
simultan: o persoana cu gradul n — 1 a dat méana cu toti, deci nimeni nu are gradul 0. Prin
urmare cele n grade iau valori intr-o multime de cel mult n — 1 elemente (fie {0,...,n — 2}, fie
{1,...,n —1}). Dupa principiul cutiei, doua persoane au acelasi grad.

Problema 18. Grupuri in care fiecare cunoaste exact trei persoane

Enunt. Pot 9 persoane sa cunoasca fiecare exact 3 dintre celelalte? Dar 10 persoane?

Rezolvare. Daca fiecare dintre cele 9 persoane ar cunoaste exact 3, suma gradelor ar fi 9-3 = 27,
numdr impar. Lema strangerilor de ména cere ca suma sa fie 2|E|, deci para: contradictie.
Pentru 10 persoane suma ar fi 30, iar o astfel de configuratie exista. De exemplu, asezam
persoanele 0,1,...,9 in cerc si declaram c& ¢ 1i cunoaste pe i — 1, i + 1 si 4 + 5 (modulo 10).
Relatia este simetrica (daca j = i + 5, atunci ¢ = j + 5), iar fiecare persoana are exact 3
cunostinte. (O alta solutie este graful lui Petersen.)

Problema 19. Arborii sunt bipartiti

Enunt. O retea de distributie are forma unui arbore. Aratati ca nodurile ei pot fi impartite
in doua clase astfel incat orice legatura sia uneasca noduri din clase diferite (adica orice
arbore este bipartit). Dati o astfel de impartire pentru un arbore concret.

Rezolvare. Fie T un arbore si r un varf fixat. Pentru fiecare varf v notam cu d(r,v) lungimea
unicului drum de la 7 la v. Punem A = {v : d(r,v) par} si B = {v : d(r,v) impar}. Daca uv este
o muchie, atunci unul dintre varfuri, sa zicem v, este parintele celuilalt pe drumul de la r, deci
d(r,u) = d(r,v) + 1. Asadar capetele au paritati diferite si (A, B) este o bipartitie. (Alternativ:
un arbore nu are cicluri, deci nici cicluri impare.)

Exemplu: arborele cu muchiile 12, 13, 24, 25, 36, cu radacina » = 1. Distantele sunt 0 pentru
varful 1, 1 pentru varfurile 2 si 3, 2 pentru varfurile 4, 5, 6. Obtinem A = {1,4,5,6} si B = {2, 3}.

Problema 20. Repartizarea temelor de proiect

Enunt. Sase studenti aleg dintre sase teme de proiect. Fiecare student indica exact 2 teme,
iar fiecare tema este indicata de exact 2 studenti. Aratati ca fiecare student poate primi o
tema distincta dintre cele indicate.

Rezolvare. Modelarea. Notam studentii cu S1,. .., S si temele cu T1,. .., Ts. Construim graful
bipartit cu studentii Intr-o parte si temele In cealalta, cu o muchie S;T; daca studentul S; a
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indicat tema T}. Ipotezele spun ca fiecare student are gradul 2 si fiecare tema are gradul 2. In
total sunt 6 - 2 = 12 muchii (numarate din partea studentilor sau, la fel, din partea temelor). O
repartizare in care fiecare student primeste o tema distincta dintre cele indicate este un cuplaj
care satureaza toti studentii.

Verificarea conditiei lui Hall. Fie S o multime oarecare de studenti si N(S) multimea temelor
indicate de cel putin un student din S. Numaram muchiile care pleaca din S, in doua moduri:

o Fiecare student din S are exact 2 muchii, deci din S pleaca exact 2|.S| muchii.

o Fiecare dintre aceste muchii ajunge la o tema din N(S), prin definitia lui N(S). Cum
fiecare tema are exact 2 muchii, temele din N(S) au in total 2| N(S)| muchii, printre care
se afla toate cele 2|S| muchii de mai sus.

Rezulta 2|S| < 2|N(S)|, adica |N(S)| > |S|, pentru orice multime S de studenti. Conditia lui
Hall este indeplinita, deci exista un cuplaj care satureaza toti studentii: fiecare student primeste
o tema dintre cele indicate, iar studenti diferiti primesc teme diferite. Cum sunt tot atatea teme
cati studenti, cuplajul este perfect, deci fiecare tema este repartizata exact o data.

Un exemplu concret. Sa presupunem ca alegerile sunt:

Sl 52 53 S4 55 S6
1,1y 15,13 13,77 Ty, 15 715,76 1,14

Fiecare tema este indicata de exact doi studenti (de exemplu, 77 de S; si S3).

acelasi graf: doua cicluri de lungime 6

graful alegerilor si un cuplaj perfect

Cum gdsim efectiv repartizarea. Intr-un graf in care toate varfurile au gradul 2, pornind dintr-
un varf si mergand mereu pe muchia nefolosita, ne intoarcem in varful de plecare: fiecare
componenta conexa este un ciclu. Graful fiind bipartit, ciclurile au lungime para (alterneaza
student, tems, student, ...). In exemplu obtinem doua cicluri de lungime 6 (desenul din dreapta):

Sl TQ Sz T3 Sg T1 Sl §i S4 T5 S5 T6 Sﬁ T4 54.
Alegand din fiecare ciclu muchiile din doud in doua (ingrosate in desen) obtinem repartizarea
S1 — 15, So — T3, S3 — Ty, Sy — 15, S5 — Ts, Sg — Ty.

Cealalta jumatate a muchiilor din fiecare ciclu da o a doua repartizare posibila (57 — T,
So — Ty, S3 — T3, ..), deci in exemplu exista si alte solutii.

Observatie. Acelasi argument de numarare arata ca orice graf bipartit k-regulat (k > 1) are un
cuplaj perfect: daca fiecare student indica exact k teme si fiecare tema este indicata de exact k
studenti, repartizarea este intotdeauna posibila.
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Problema 21. Atribuire cu pasul de modificare (algoritmul ungar)

Enunt. Trei angajati trebuie repartizati pe trei sarcini, cate unul pe sarcina, cu costurile
date de matricea

C =

W N
N Ot W

1
0
2

(rdndurile sunt angajatii, coloanele sarcinile). Determinati repartizarea de cost minim
folosind algoritmul ungar.

Rezolvare.

Pasul 1. Minimele liniilor sunt 1,0, 2. Dupa scadere:

3
2
1

o O O
S ot N

Pasul 2. Minimele coloanelor sunt 1,0,0. Dupa scadere:

2 0 2
1 05
000

Constantele scazute pana acum fnsumeaza 1+ 042+ 1 = 4.

Pasul 3. Zerourile se afla pe porzitiile (1,2), (2,2), (3,1), (3,2), (3,3). Ele sunt acoperite de
coloana 2 si randul 3, adicd de k = 2 < 3 linii. Liniile 1 si 2 au zerouri doar in coloana 2, deci
nu exista 3 zerouri independente.

Pasul 4. Elementele neacoperite sunt cele din randurile 1, 2 si coloanele 1, 3: 2,2,1,5. Minimul
lor este § = 1. Scadem 1 din elementele neacoperite si adunam 1 la intersectia (3,2):

1 01
0 0 4
010

Marginea inferioara creste cu 6(n — k) = 1, devenind 5.

Pasul 3 (din nou). Zerourile sunt pe pozitiile (1,2), (2,1), (2,2), (3,1), (3,3). Acoperirea lor
cere acum 3 linii.

Pasul 5. Randul 1 are un singur zero, in coloana 2: selectam (1,2). Raméne rdndul 2, cu zero
in coloana 1, deci selectam (2,1). Randul 3 primeste coloana 3. Atribuirea optima este

12, 21, 33,

cu costul c1a+co1+c33 = 14242 = 5, egal cu marginea inferioara 5, deci optim. Verificare prin
enumerare: cele 3! = 6 permutari, in ordine lexicografica, au costurile 6,11,5,9, 7,6, cu minimul
5.

Problema 22. Desene planare pentru K, si K33 fara o muchie

Enunt. Aratati ca K, este planar pentru orice n (de exemplu, doud centrale legate fiecare
de n consumatori fara ca liniile sa se intersecteze) si ca K33 fara o muchie este planar.

31



Rezolvare. K, este planar. Fie partile {a, b} si {w1,...,w,}. Plasam a = (0,1), b = (0, —1)
si w; = (7,0), iar fiecare muchie o desenam ca segment. Segmentele din a stau, in afara capetelor
de pe axa, in semiplanul y > 0 si se intalnesc doar in a. Cele din b stau in semiplanul y < 0 si se
intalnesc doar in b. Un segment din a si unul din b se pot intalni doar pe axa Oz, adica intr-un
varf comun w;. Deci desenul nu are intersectii.

K33 fara o muchie este planar. Fie partile {aq,az,as} si {b1,b2,b3} si eliminam muchia asbs.
Varfurile a1, as sunt legate de toti bj: desenam acest Kz 3 ca mai sus, cua; = (0,1), az = (0,—1),
bj = (4,0). Segmentul de pe axa Oz dintre by si by nu este intersectat de nicio muchie. Plasam
a3 = (%, 0) siil legam de by si by prin cele doua jumatati ale acestui segment. Rezultd un desen
planar cu 6 varfuri si 8 muchii. (Este in acord cu marginea e < 2v —4 = 8, care pentru K33 cu
9 muchii era incalcata.)
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Probleme propuse

Problemele marcate cu % sunt mai provocatoare intelectual.

1. Intalniri in perechi. La un eveniment de tip speed networking participi 9 persoane.
Intalnirile au loc in runde. Intr-o runda fiecare persoana are cel mult o Intalnire, iar la
final oricare doua persoane trebuie sa se fi intalnit exact o data.

a) Cate Intalniri au loc in total?
b) Care este numarul minim de runde? Justificati.

c¢) Construiti un program cu acest numar de runde. De cate ori sta fiecare persoana fara
partener?

2. In cate moduri se pot forma perechile?
a) In cate moduri se pot imparti 8 studenti in 4 perechi de laborator? Generalizati pentru
2n studenti (numarul cuplajelor perfecte ale lui Ky;,).

b) In cite moduri se pot forma 4 perechi de dans din 4 baieti si 4 fete? Generalizati
(numarul cuplajelor perfecte ale lui K, ,,).

c) Doi dintre cei 8 studenti nu vor sa lucreze impreuna. In cate moduri se pot forma acum
perechile?

3. Retea toleranta la defectiuni. Sase servere trebuie legate printr-o retea care sa ramana
conexa dupa caderea oricaror 2 legaturi.
a) Aratati ca fiecare server trebuie sa aiba cel putin 3 legaturi.
b) Deduceti numarul minim de legaturi ale unei astfel de retele.

c) Construiti o retea care atinge acest minim si verificati ca are proprietatea ceruta.

4. Traseul unui curier. Un curier pleaca din depozitul A, livreaza in punctele B, C, D, FE
cate o data si revine in A. Distantele (km) sunt:

A B C D FE
Al - 11 3 5 14
B |11 2 8 10
c|3 2 - 13 9
D|5 8 13 - 7
El14 10 9 7 -

a) Gasiti traseul cel mai scurt.

b) Aplicati euristica ,cel mai apropiat vecin” pornind din A si comparati rezultatul cu
optimul.

c) Aplicati aceeasi euristica pornind din fiecare dintre punctele B, C, D, E (ciclul obtinut
se parcurge apoi incepand din A). Depinde rezultatul de punctul de plecare?

5. Masa rotunda cu 9 participanti. Noua participanti la o scoala de vara iau cina la o masa
rotunda. Cate seri sunt necesare pentru ca oricare doi participanti sa stea alaturi exact o
data? Construiti asezarile, adaptand constructia lui Walecki, si verificati ca nicio pereche nu
se repeta.

6. Seturi de domino. Setul de domino ,pana la n” contine cate o piesa pentru fiecare pereche
de numere de la 0 la n, inclusiv dublurile.
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10.

11.

a) Pentru ce valori ale lui n se pot aseza toate piesele setului intr-un cerc?

b) Care este numarul minim de piese care trebuie eliminate din setul pana la 5 pentru ca
piesele ramase sa poata fi asezate intr-un cerc? Dar Intr-un singur sir?

Sariturile calului. Consideram graful care are ca varfuri patratele unei table de sah n x n,
doua patrate fiind unite printr-o muchie daca un cal poate sari dintr-unul in celalalt.
a) Aratati ca acest graf este bipartit.

b) Aratati ca pe tabla 5 x 5 calul nu poate parcurge toate patratele, cate o data, revenind
la final in patratul de plecare.

c) Se poate aplica acelasi argument pentru tabla 6 x 67

% Hipercubul si codul Gray. Graful @), are ca varfuri sirurile de n biti (de exemplu,
Q)3 are varfurile 000,001,...,111), doua siruri fiind unite printr-o muchie daca difera intr-o
singura pozitie.

a) Determinati numarul de varfuri, gradele si numarul de muchii ale lui Q.
) Aratati ca @), este bipartit.
c¢) Desenati Q3 ca un cub si gasiti in el un ciclu hamiltonian.

) Aratati ca @), are un ciclu hamiltonian pentru orice n > 2. (Un astfel de ciclu se numeste

cod Gray: el trece prin toate sirurile, iar doua siruri consecutive difera intr-un singur

bit.)

. Acoperiri cu dominouri. Un domino acopera exact doud patrate vecine (cu o latura

comuna) ale unei table de sah 8 x 8.
a) Formulati problema acoperirii tablei cu 32 de dominouri ca problema de cuplaj perfect
Intr-un graf bipartit.

b) Se elimina doua colturi opuse ale tablei. Aratati ca cele 62 de patrate ramase nu pot fi
acoperite cu 31 de dominouri.

¢) Se elimina doua patrate vecine de pe marginea tablei. Se pot acoperi patratele ramase?

Maximizarea profitului. Patru vanzatori Vi,...,V, trebuie repartizati in patru magazine
My, ..., My, cate unul in fiecare magazin. Profitul lunar estimat (mii lei) este:
My My, Ms My
il 7 5 8 6
Vol 4 6 5 3
V3| 8 7 6 5
Vil 5 4 7 6

Determinati, cu ajutorul algoritmului ungar, repartizarea care maximizeaza profitul total.

Orar. Trei profesori predau la trei clase urmatorul numar de ore saptaméanale:

cl1 Cl2 C13

Profl 1 2 0
Prof2 1 0 2
Prof3 1 1 1
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a) Care este numarul minim de intervale orare necesare? Construiti un orar.

b) Profl primeste inca o ora la Cl3. Cum se modifica raspunsul? Construiti noul orar.

12. % Graful lui Petersen. Varfurile grafului sunt cele 10 submultimi cu doua elemente
ale multimii {1,2,3,4,5}. Doua varfuri sunt unite printr-o muchie daca submultimile
corespunzatoare sunt disjuncte.

a) Determinati numarul de muchii si gradele varfurilor.
b) Aratati ca graful nu are cicluri de lungime 3 sau 4.

c) Adaptand argumentul din Problema 14, aratati ca graful nu este planar.

13. Un campionat neterminat. Intr-un campionat cu 10 echipe, in care oricare doua echipe
se Intalnesc cel mult o data, s-au disputat pana acum 26 de meciuri.

a) Aratati ca exista trei echipe care au jucat deja fiecare cu fiecare.

b) Raméne afirmatia adevarata daca s-au disputat doar 25 de meciuri?

Rezolvarea problemelor propuse

I Problema propusi 1. Intalniri in perechi

Persoanele sunt varfurile grafului complet Ky, iar intalnirile sunt muchiile lui. O runda este un
cuplaj: o multime de muchii fara capete comune.

a) Fiecare pereche se intilneste o data, deci au loc (g) = % = 36 de intalniri.

b) Intr-o rundi, fiecare intalnire ocupd 2 persoane, iar 9 este impar, deci intr-o runda au loc
cel mult 4 intalniri si cel putin o persoana sta fara partener. Sunt necesare cel putin 36/4 =9
runde. Vom vedea ca 9 runde ajung.

c¢) Adaptam metoda cercului din Problema 1. Asezam persoanele 1,...,9 pe un cerc. In runda r
persoana 7 sta, iar celelalte se intalnesc ,simetric fata de r”: persoanele aflate la ¢ pasi In stanga
si in dreapta lui r (i = 1,2,3,4). Altfel spus, x si y se intalnesc in runda r dacd = +y = 2r
(mod 9), cu x,y # r.

Runda St IntAlniri

2-9, 3-8, 4-7, 5-6
1-3, 49, 5-8, 6-7
24, 1-5, 6-9, 7-8
3-5, 2-6, 1-7, 89
4-6, 3-7, 2-8, 1-9
5-7, 4-8, 3-9, 1-2
6-8, 5-9, 1-4, 2-3
7-9, 1-6, 2-5, 34
1-8, 2-7, 3-6, 45

© 00 N O U = W N
© 00 J & U = W N

Verificare. O pereche {z,y} se intdlneste in runda r exact cand 2r = z +y (mod 9). Cum 2
este inversabil modulo 9 (2-5 = 10 = 1), avem r = 5(z + y) (mod 9), deci exista o singura
runda pentru fiecare pereche. In plus, r # x, deoarece altfel y = x. Tabelul contine 9 -4 = 36
de intalniri, toate diferite.
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Fiecare persoana sta fara partener exact o datd (in runda cu numarul ei). Acest lucru era
inevitabil: o persoana are 8 intalniri in 9 runde, deci sta exact 9 — 8 = 1 runda.
I Problema propusa 2. In cate moduri se pot forma perechile?

a) O Impartire in perechi este un cuplaj perfect in Kg. Le numaram alegdnd perechile pe rand.
Studentul cu numarul cel mai mic isi alege partenerul in 7 moduri. Dintre cei 6 ramasi, cel cu
numarul cel mai mic isi alege partenerul in 5 moduri, apoi urmatorul in 3 moduri, iar ultimii
doi formeaza perechea ramasa. Fiecare impartire se obtine exact o data, deci numarul este

7-5-3-1=105.

Pentru 2n studenti, acelasi rationament da

(2n)!

2n—-1)-2n—-3)---3-1=2n -1l = TR
A doua forma se obtine si direct: asezam cei 2n studenti in linie, in (2n)! moduri, si formam
perechile din pozitiile 1-2, 3-4 etc. Fiecare impartire apare de 2"n! ori (ordinea in fiecare pereche

s ordi - _ 4. 40320 _
si ordinea perechilor). Pentru n = 4: 357 = 105.

b) O impartire in perechi baiat-fatd este un cuplaj perfect in Ky 4. Primul baiat isi alege
partenera in 4 moduri, al doilea in 3, al treilea in 2, iar ultimul primeste fata ramasa: 4! = 24 de
moduri. In general, K, are n! cuplaje perfecte, cAte unul pentru fiecare permutare. Aceasta
explica de ce problema de atribuire nu se rezolva prin Incercarea tuturor variantelor: pentru
n = 10 exista deja 10! = 3628 800 de atribuiri.

¢) Numaram Impartirile in care cei doi sunt totusi impreuna: perechea lor este fixata, iar ceilalti
6 studenti se impart in 5-3 -1 = 15 moduri. Raman 105 — 15 = 90 de impartiri acceptabile.

I Problema propusa 3. Retea toleranta la defectiuni
Serverele sunt varfurile, iar legaturile sunt muchiile unui graf cu 6 varfuri. Cerinta este ca graful
sa ramana conex dupa eliminarea oricaror doua muchii.

a) Daca un server v ar avea cel mult 2 legaturi, caderea acestora l-ar izola de celelalte. Deci
d(v) > 3 pentru orice server.

b) Din lema strangerilor de ména,

20E| = d(v)>6-3=18,  deci|E|>9.
v

c) Graful bipartit complet K33 are exact 3 -3 = 9 muchii. Notam partile cu {ai, a2, a3z} si
{b1, b2, b3}.

Aratam ca Intre oricare doua servere existd trei drumuri fard muchii comune. Atunci, dupa
caderea a doua legaturi, cel putin unul dintre cele trei drumuri ramane intact, deci serverele
comunica in continuare.

o Servere din parti diferite, de exemplu aq si b1: drumurile a1b1, a1baasby si aibzasb;.
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» Servere din aceeasi parte, de exemplu a; si ag: drumurile ai1biaz, a1b2az si aibzas.
Celelalte cazuri se obtin prin renumerotare. Reteaua K3 3 atinge deci minimul de 9 legaturi. (O
alta solutie este prisma: doud triunghiuri 123 si 456, plus muchiile 14, 25, 36.)

I Problema propusa 4. Traseul unui curier

a) Fixam plecarea din A. Un traseu este o ordine a punctelor B, C, D, E, iar un traseu si inversul
lui au aceeasi lungime, deci sunt 4!/2 = 12 trasee distincte:

Traseu km Traseu km

ABCDFEA 47
ABCEDA 34
ABDCEA 55
ABDECA 38
ABECDA 48
ABEDCA 44

ACBDFEA 34
ACBEDA 27
ACDBFEA 48
ACEBDA 35
ADBCEA 38
ADCBFEA 44

Traseul cel mai scurt este

A—-C—-B—-FE—D—A, 3+24+10+7+5 =27 km.

b) Cel mai apropiat vecin din A: C (3), apoi din C: B (2), din B: D (8), din D: E (7),
apoi Inapoi la A (14). Traseul AC BD E A are 34 km, cu 7 km peste optim. Greseala apare
la sfarsit: euristica alege la fiecare pas legatura cea mai scurta, iar la final este obligata sa
foloseasca legatura scumpa E—A (14 km).

c) Aplicam euristica din celelalte puncte:

Plecare Ciclul obtinut Parcurs din A km
B BCADEB ADEBCA 27
C CBDAEC AECBDA 38
D DACBED ACBEDA 27
E EDACBE ACBEDA 27

De exemplu, din C: C — B (2), B— D (8), D - A (5), A— E (14), E — C (9), in total 38
km. Rezultatul depinde deci de punctul de plecare: din B, D si E se obtine optimul (acelasi
ciclu, de 27 km), din A se obtin 34 km, iar din C' 38 km. O imbunatatire simpla a euristicii este
s-o aplicam din fiecare punct si sa pastram cel mai bun ciclu.

I Problema propusa 5. Masa rotunda cu 9 participanti

Ca in Problema 6, o seara este un ciclu hamiltonian in Ky. Fiecare participant are intr-o seara 2
vecini si trebuie sa stea alaturi de ceilalti 8, deci sunt necesare 8/2 = 4 seri. Numarand perechile:
(g) = 306, iar fiecare seara foloseste 9 perechi, deci 36/9 = 4.

Constructia lui Walecki. Participantul 9 este ,centrul”, iar 1,..., 8 se gandesc asezati in varfurile
unui octogon regulat. Pornim de la drumul in zigzag

1,2 8,3, 7 4,6, 5,
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care traverseaza octogonul alternativ dintr-o parte In alta. Muchiile lui unesc varfuri aflate
pe octogon la distantele 1,2,3,4,3,2,1, iar capetele 1 si 5 sunt opuse. Inchidem drumul prin
centrul 9. Pentru serile urméatoare rotim octogonul, adunand 1 la fiecare numar din {1,...,8}

(cu 8 +1=1), iar 9 raméane pe loc:

Seara  Ordinea n jurul mesei
1 9,1,2,8 3,7,4,6,5
2 9,2 3,1,4,8, 5 7,6
3 9,3,4,2, 5 1,6, 8, 7
4 9,4,5 36,2, 7,1, 8
Seara 1
Verificare. Pentru doi participanti 4,5 € {1,...,8} numim distanta lor pe octogon numarul

minim de pasi de-a lungul octogonului de la unul la celdlalt. Ea este 1, 2, 3 sau 4. Pe octogon
exista 8 perechi la distanta 1 (12,23,...,78,81), 8 la distanta 2, 8 la distanta 3 si 4 perechi
opuse, la distanta 4 (15, 26,37, 48). Impreuni cu cele 8 perechi de forma 9i, acestea sunt toate
cele 8 + 8 + 8 + 4 + 8 = 36 de perechi. Grupam perechile de vecini din fiecare seara dupa tipul
lor:

Seara Cu centrul 9 Distanta 1 Distanta 2 Distanta 3 Distanta 4
1 91, 95 12, 56 28, 46 38, 47 37
2 92, 96 23, 67 13, 57 14, 58 48
3 93, 97 34, 78 24, 68 25, 16 15
4 94, 98 45, 18 35, 17 36, 27 26

Explicatia este urmatoarea. Rotatia aduna 1 la fiecare numar de pe octogon, deci pastreaza
distantele. In seara 1, perechile de fiecare tip d = 1,2,3 sunt dou#, de forma {z,z + d} si
{z + 4,z + 4 + d}, adica ,,opuse” pe octogon (de exemplu 12 si 56). Prin cele 4 rotatii, prima
pereche trece prin pozitiile z,z + 1,z + 2,2 + 3, iar a doua prin x +4,...,2 + 7, deci impreuna
acopera exact o data toate cele 8 pozitii, adica toate cele 8 perechi de tipul respectiv. La fel,
perechile cu centrul, 91 si 95, devin 92,96, apoi 93,97 si 94,98: toate cele 8. Perechea opusa 37
devine 48, 15, 26: toate cele 4 perechi opuse. Prin urmare cele 4 -9 = 36 de perechi din tabel
sunt toate diferite si acopera toate perechile posibile. Fiecare participant sta langa fiecare alt
participant exact o data.
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I Problema propusa 6. Seturi de domino

Ca in Problema 7, piesele setului pana la n sunt muchiile grafului complet K, 1 cu varfurile
0,...,n, la care se adauga cite o bucla in fiecare varf (dublurile).

a) In K, fiecare varf are gradul n, iar bucla adauga 2, deci gradul este n + 2. Graful este
conex. Conform teoremei lui Euler, piesele pot fi asezate in cerc daca si numai daca n + 2 este
par, adica n este par. De exemplu, setul obisnuit (n = 6) se poate aseza in cerc (Problema 7),
dar setul pana la 5 nu.

b) In setul pana la 5, toate cele 6 varfuri au gradul 7, impar. Eliminarea unei dubluri scade
gradul unui varf cu 2 si nu schimba paritatile. Eliminarea unei piese a—b cu a # b schimba
paritatea exact a doua varfuri, a si b.

o (erc. Trebuie ca toate gradele sa devina pare, deci trebuie schimbata paritatea a 6 varfuri.
Fiecare piesa eliminata schimba cel mult 2, deci sunt necesare cel putin 3 piese. Trei piese
ajung: eliminam 0-1, 2-3, 4-5. Acum fiecare varf are gradul 6, iar graful raméne conex,
deci cele 18 piese ramase formeaza un cerc. De exemplu:

0-5, 55, 5-1, 1-1, 1-4, 4-4, 4-3, 3-3, 3-5,
5-2, 2-2, 2-4, 40, 0-3, 3-1, 1-2, 2-0, 0-0.

o Sir. Un drum eulerian deschis cere exact doua varfuri de grad impar, deci trebuie schimbata
paritatea a 4 varfuri: sunt necesare cel putin 2 piese. Doua piese ajung: eliminam 0-1 si
2-3. Varfurile de grad impar raman 4 si 5, deci cele 19 piese ramase formeaza un sir de la
4 la 5. De exemplu:

4-0, 0-0, 0-2, 2-1, 13, 3-0, 0-5, 52, 2-2, 24,
4-3, 3-3, 3-5, 54, 44, 4-1, 1-1, 1-5, 5-5.

I Problema propusa 7. Sariturile calului

a) Coloram tabla in alb si negru, ca tabla de sah. O saritura a calului modificd o coordonata
cu 1 si cealaltd cu 2, deci suma coordonatelor se schimba cu un numar impar (£1 £ 2). Prin
urmare calul sare mereu pe un patrat de cealalta culoare. Orice muchie uneste un patrat alb cu
unul negru, deci graful este bipartit, cu partile date de culori.

b) Un traseu care trece o data prin toate patratele si revine in patratul de plecare este un ciclu
hamiltonian. Intr-un graf bipartit, un ciclu alterneazi culorile, deci are lungime pari. Pe tabla
5 x 5 ciclul ar avea lungimea 25, numar impar, ceea ce este imposibil. Altfel spus: tabla are 13
patrate de o culoare si 12 de cealalta, iar un ciclu alternant foloseste la fel de multe patrate din
fiecare culoare.

¢) Nu. Tabla 6 x 6 are 36 de patrate, cite 18 de fiecare culoare, deci argumentul de paritate
nu exclude nimic. De fapt, pe tabla 6 x 6 exista trasee inchise ale calului. Un exemplu este dat
mai jos: calul pleaca din al (patratul 1), sare pe rdnd in patratele numerotate 2,3, ..., 36, iar
din patratul 36 (b3) revine in al printr-o ultima saritura.

32123| 8 |15(30|21
7114131(22] 5 |16
24133169 (20|29
13(36|11|28 (17| 4
34125 2119|1027
12135]26| 3 |18
a b ¢c d e f

= N W e ot O
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Se poate verifica direct ca oricare doua numere consecutive (si perechea 36, 1) se afla in patrate
intre care calul poate sari. Observati si alternanta culorilor: numerele impare sunt toate pe
patrate de o culoare, iar cele pare pe cealalta, asa cum cere punctul a). Argumentul arata
imposibilitatea doar pentru tablele n x n cu n impar.

I Problema propusa 8. Hipercubul si codul Gray %

a) Fiecare dintre cele n pozitii poate fi 0 sau 1, deci @), are 2" varfuri. Dintr-un sir obtinem un

vecin schimband unul dintre cei n biti, deci fiecare varf are gradul n. Din lema strangerilor de
A v v .o n — A . . .o

mana, numarul muchiilor este % =n2""1. De exemplu, Q3 are 8 varfuri si 12 muchii, ca un

cub.

b) Tmpér‘gim varfurile dupa paritatea numarului de biti egali cu 1. De-a lungul unei muchii se
schimba un singur bit, deci numarul de biti 1 creste sau scade cu 1 si paritatea se schimba.
Orice muchie uneste un sir cu un numar par de biti 1 cu unul cu un numar impar, deci @, este
bipartit. Fiecare parte are 2! varfuri.

c) Desenam @3 ca un cub: fiecare bit corespunde unei directii.

Ciclul hamiltonian (rosu in desen) este
000 — 001 — 011 — 010 — 110 — 111 — 101 — 100 — 000.

Doua siruri consecutive difera intr-un singur bit, inclusiv ultimul si primul.

d) Demonstram prin inductie dupa n > 2 constructia codului Gray reflectat. Pentru n = 2, ciclul
00 — 01 — 11 — 10 — 00 convine. Presupunem c& g1, g2, .., gm, cu m = 21 este un ciclu
hamiltonian in @, 1. Construim lista

0917 0927 R Ogm7 1gm7 1gm—17 sy 1917

adica scriem lista initiald cu un 0 in fata, apoi aceeasi lista in ordine inversa, cu un 1 in fata.

» Lista contine toate cele 2" siruri de n biti, cate o data.

 In prima jumatate, doua siruri consecutive difera ca g; si g;+1, adica Intr-un singur bit. La
fel in a doua jumatate.

o La mijloc, 0gy, si 1g,, difera doar in primul bit. La final, 1g; si Og; difera tot doar in
primul bit, deci ciclul se inchide.

Lista este deci un ciclu hamiltonian in @,,. Pentru n = 3 obtinem exact ciclul de la ¢). Codul
Gray se foloseste, de exemplu, la senzorii care masoara pozitia unui ax rotativ: intre doua pozitii
vecine se schimba un singur bit, deci o citire facuta chiar In momentul trecerii nu poate da o
valoare complet gresita.
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I Problema propusa 9. Acoperiri cu dominouri

a) Construim graful bipartit G' cu varfurile cele 64 de patrate, doua patrate fiind unite daca au
o latura comuna. Patratele vecine au culori diferite, deci G este bipartit, cu partile A (cele 32
de patrate albe) si B (cele 32 de patrate negre). Un domino acopera exact o muchie a lui G.
O acoperire cu 32 de dominouri corespunde unei multimi de 32 de muchii in care fiecare patrat
apare exact o data, adica unui cuplaj perfect in G.

b) Doua colturi opuse, de exemplu al si h8, au aceeasi culoare. Dupa eliminarea lor ramén 30
de patrate de acea culoare si 32 de cealalta. Fiecare domino acopera un patrat alb si unul negru,
deci 31 de dominouri ar acoperi 31 de patrate din fiecare culoare. Acoperirea este imposibila.
In limbajul cuplajelor: partile au marimi diferite, deci nu exista cuplaj perfect.

c¢) Da. Doua patrate vecine au culori diferite, deci raméan cate 31 de patrate din fiecare culoare.
O acoperire explicita: elimindm, de exemplu, al si b1.

e Pe randul 1 ramén patratele cl, ..., hl, acoperite cu 3 dominouri orizontale: cl1dl, el f1,
glhl.
e Fiecare dintre randurile 2,...,8 se acopera cu 4 dominouri orizontale.

In total 34+ 7 -4 = 31 de dominouri. Acelasi procedeu functioneaza pentru orice pereche de
patrate vecine de pe margine: acoperim randul sau coloana respectiva cu dominouri asezate
de-a lungul ei, iar restul tablei pe randuri sau pe coloane.

= N W ke OO

a b cde f 9 h

I Problema propusa 10. Maximizarea profitului

Algoritmul ungar minimizeaza costuri. Conform variantei de maximizare, inlocuim fiecare profit
pij cu 8 — p;j, unde 8 este profitul maxim din tabel. Matricea de ,pierderi” este

W O =
=~ = N W
— N W O
N W Ot N

Pierderea totala a unei repartizari este 4 - 8—(profitul total), deci minimizarea pierderii
maximizeaza profitul.

Pasul 1 (linii). Scadem minimul fiecarei linii: 0, 2, 0, 1.

N O NN
W = O W
SO N = O
— W W N
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Pasul 2 (coloane). Minimele coloanelor sunt 0, 0, 0, 1, deci scadem 1 din ultima coloana:

1 3 01
2 0 1 2
01 2 2
2300
Pasul 3. Zerourile se afla pe pozitiile (V1, M3), (Va, Ma), (V3, My), (Via, M3) si (Va, My). Zerourile
ingrosate sunt independente (céte unul pe fiecare linie si pe fiecare coloana), deci sunt necesare

4 linii pentru a acoperi toate zerourile si algoritmul se opreste. Pasul de modificare nu mai este
necesar.

Repartizarea optima este
Vi— Ms, Vo— My, Vz— My, Vi— My,
cu profitul total 8 +6 4+ 8 + 6 = 28 de mii de lei.

Verificare. Suma constantelor scazute este (042404 1)+ 1 = 4, egald cu pierderea repartizarii
gasite, 0+ 2+ 0+ 2 = 4. Deci pierderea minima este 4, iar profitul maxim este 32 — 4 = 28. De
remarcat ca vanzatorul V4 nu primeste magazinul M3, unde are cel mai mare profit (7), deoarece
acolo V] aduce mai mult (8).

I Problema propusa 11. Orar

Ca in Problema 12, construim un graf bipartit (cu muchii multiple) cu profesorii de o parte si
clasele de cealalta, cdte o muchie pentru fiecare ora. Un interval orar este un cuplaj, iar un
orar cu k intervale este o colorare a muchiilor cu k culori. Conform teoremei lui Kénig, numarul
minim de intervale este gradul maxim A.

a) Gradele sunt: Profl, Prof2, Prof3 au cate 3 ore, iar Cl1, Cl12, CI3 au cate 3 ore. Deci A = 3 si
sunt necesare 3 intervale. Fiecare interval trebuie sa contina exact 3 ore, cate una pentru fiecare
profesor si pentru fiecare clasa:

Interval 1 Interval 2 Interval 3

Profl Cl1 Cl12 Cl12
Prof2 Cl13 Cl1 Cl13
Prof3 Cl2 Cl13 Cl1

Verificare: 1n fiecare coloana clasele sunt diferite, iar fiecare profesor are la fiecare clasa numarul
cerut de ore (Profl: o ora la Cl1 si doua la CI2, Prof2: o ora la Cl1 si doua la Cl13, Prof3: céte
o ora la fiecare clasa).

b) Profl are acum 4 ore, iar Cl3 are 4 ore, deci A = 4 si sunt necesare cel putin 4 intervale.
Patru intervale ajung: pastram orarul de la a) si addugam intervalul 4, in care Profl preda la
Cl3, iar ceilalti sunt liberi.

Interval 1 Interval 2 Interval 3 Interval 4

Profl Cl1 Cl12 Cl2 Cl13
Prof2 Cl13 Cl1 Cl13 —
Prof3 Cl2 CI3 Cl1 -

O singura ora In plus poate deci creste numarul de intervale, deoarece creste gradul maxim.
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I Problema propusa 12. Graful lui Petersen %

a) Exista (g) = 10 varfuri. O submultime {a, b} este disjuncta de submultimile cu doua elemente
3
2

ale multimii ramase, care are 3 elemente, deci de ( ) = 3 submultimi. Fiecare varf are gradul 3,

iar numarul de muchii este 10 - 3/2 = 15.

b) Fara triunghiuri. Trei varfuri adiacente doua cite doua ar fi trei submultimi cu doua elemente,
disjuncte doud cate doua, deci ar contine 6 elemente distincte, dar avem doar 5.

Fara cicluri de lungime 4. Presupunem ca a, b, ¢, d formeaza un ciclu abcda. Atunci a si ¢ sunt
disjuncte de b, deci sunt submultimi cu doua elemente ale multimii cu 3 elemente {1,...,5}\ b.
Fiind diferite, a U c este chiar aceasta multime, deci b este complementara lui a U c. La fel, d
este disjuncta de a si de ¢, deci d este tot complementara lui a U c. Rezulta b = d, contradictie.
Asadar cel mai scurt ciclu are lungimea 5 (de exemplu, ciclul exterior din desen).

c¢) Presupunem ca graful ar fi planar si ar avea un desen fara intersectii, cu f fete. Din formula
lui Euler, f =2—v+e=2-10+15=7. Ca in Problema 14, numaram perechile (fata, muchie
de pe frontiera ei) in doua moduri.

e Dupa muchii. O muchie desenata are doua ,maluri”, cdte unul de fiecare parte, iar fiecare
mal apartine unei singure fete. Deci fiecare muchie se afla pe frontiera a cel mult doua
fete, iar numarul perechilor este cel mult 2e = 30.

o Dupd fete. Frontiera fiecirei fete contine un ciclu al grafului. Intr-adevir, dacd frontiera
B a unei fete nu ar contine niciun ciclu, B ar fi o padure (un graf fara cicluri). O padure
desenata In plan nu separa planul: din orice punct din afara ei se poate ajunge in orice
alt astfel de punct fara a o traversa. Fata, delimitata doar de B, ar ocupa atunci tot
planul din afara lui B, deci graful nu ar avea alte muchii decat cele din B si ar fi el Insusi
o padure. Este fals, deoarece graful are cicluri (de exemplu, ciclul exterior din desen).
Conform punctului b), orice ciclu are cel putin 5 muchii, deci fiecare fata are pe frontiera
cel putin 5 muchii, iar numarul perechilor este cel putin 5f = 35.

Am obtine 35 < 30, contradictie. Graful lui Petersen nu este planar. In cazul lui K 3,3 argumentul
folosea lipsa ciclurilor de lungime 3 (fete cu cel putin 4 muchii), iar aici folosim lipsa ciclurilor
de lungime 3 si 4.
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I Problema propusa 13. Un campionat neterminat

Echipele sunt varfurile, iar meciurile disputate sunt muchiile unui graf cu n = 10 varfuri. Trei
echipe care au jucat fiecare cu fiecare formeaza un triunghi.

a) Conform teoremei lui Mantel (Problema 16), un graf cu n varfuri fara triunghiuri are cel mult
|n?/4] muchii. Pentru n = 10, acest maxim este 25. Graful are 26 de muchii, mai mult decat
maximul, deci contine un triunghi: exista trei echipe care au jucat deja fiecare cu fiecare.

b) Nu. Tmpér?im echipele in doua grupe de cate 5 si presupunem ca s-au jucat exact meciurile
dintre echipe din grupe diferite. Graful obtinut este K55, cu 5-5 = 25 de muchii. Fiind bipartit,
nu are cicluri impare, deci nici triunghiuri: oricare trei echipe includ doua din aceeasi grupa,
care nu au jucat intre ele. Prin urmare, cu 25 de meciuri afirmatia poate fi falsd, iar numarul
26 de la punctul a) este cel mai mic posibil.
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